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MALGORZATA ABRAMOWICZ
MODELOWANIE DRGAN PRZESTRZENNYCH | IDENTYFIKACJA PARAMETROW
DYSKRETNYCH MODELI STALOWO-BETONOWYCH BELEK ZESPOLONYCH

Streszczenie

Praca doktorska poswigcona jest tematyce modelowania drgan przestrzennych
stalowo-betonowych belek zespolonych. Konstrukcje tego typu sg powszechnie
stosowane jako elementy stropéw w budynkach oraz jako gltowne dzwigary nosne
konstrukcji mostowych. Gtéwnym celem rozprawy doktorskiej byto opracowanie modelu
przestrzennego belek stalowo-betonowych oraz metody estymacji parametrow modelu,
to znaczy: wspotczynnikow sztywnosci i thumienia.

Dyskretny, przestrzenny model obliczeniowy belki zespolonej opracowano
w konwencji metody sztywnych elementéw skonczonych. Zastosowanie metody
sztywnych elementow skonczonych pozwala na efektywne wyznaczanie wlasciwosci
dynamicznych tego typu konstrukcji. Wybodr techniki modelowania podyktowany byt
pozytywnymi efektami wczes$niej prowadzonych prac modelowych z wykorzystaniem
ptaskich modeli sztywnych elementéw skonczonych. Niestety modele ptaskie pozwalaja
na analize jedynie wybranych form drgan konstrukcji: drgan gietnych pionowych
i wzdluznych. Opracowany model przestrzenny pozwala na analiz¢ form drgan jak
w modelu ptaskim oraz form drgan skretnych, gigtnych poziomych, poprzecznych drgan
pasa dolnego ksztattownika stalowego 1 innych, w ktorych wystepuja sktadowe drgan
na kierunku poziomym, prostopadtym do osi belki. Ze wzgledu na brak komercyjnego
oprogramowania bazujacego na metodzie sztywnych elementoéw skonczonych, na
potrzeby pracy opracowano wiasny program w srodowisku programowania MATLAB.

W  pracy przedstawiono réwniez wyniki  badan  doswiadczalnych
przeprowadzonych na trzech belkach zespolonych, ptycie zelbetowej oraz ksztaltowniku
stalowym. Trzy badane belki roznity si¢ miedzy sobg gestosScig rozmieszczenia
elementéw zespalajacych, ktorymi byly rozmieszczone parami stalowe kotki
z tbami — najczescie] spotykany w praktyce rodzaj zespolenia. Badania majace na celu
okreslenie charakterystyk dynamicznych takich jak czestotliwosci, postaci drgan,
wspoOtczynnikow tlumienia modalnego oraz czestotliwosciowych funkcji przejscia
prowadzono z zastosowaniem wymuszenia impulsowego.

Wyniki przeprowadzonych badan do§wiadczalnych wykorzystane zostaty podczas
estymacji parametrow modelu, ktérg prowadzono z wykorzystaniem nie tylko
czestotliwosci drgan wilasnych, ale rowniez wykorzystujac okreslone w trakcie badan
postacie drgan wlasnych oraz przebiegi czestotliwosciowych funkcji przejscia. Zatozono,
ze estymacji poddane zostang nastg¢pujace parametry opisujace sztywnos$¢ modeli:
zastepczy dynamiczny modutl sprezystosci podtuznej betonu Ec, sztywnos$¢ zespolenia
na $cinanie, to jest translacyjna na kierunku stycznym do plaszczyzny styku stal-beton
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Kh, sztywno$¢ osiowa, czyli translacyjna sztywno$¢ zespolenia na kierunku normalnym
do styku stal-beton Ky oraz sztywno$¢ rotacyjna na kierunku wokot osi belki Kgx.
Estymowano réwniez wtasciwosci thumigce belki opisywane za pomocg wspotczynnikow
strat okreslanych niezaleznie dla betonu 7, stali 75 1 zespolenia 7,.

W ramach pracy opracowano dwa algorytmy identyfikacji parametrow. Jeden
bazujacy na porownaniu do§wiadczalnych i obliczeniowych czestotliwo$ci oraz postaci
drgan wlasnych. Drugi na podstawie poréwnania do$§wiadczalnych i obliczeniowych
czestotliwosciowych funkcji przejscia. W celu pokazania przydatnosci i weryfikacji
zaproponowanych algorytmow oraz opracowanego przestrzennego modelu zastosowano
go do wykrywania wielko$ci uszkodzenia. Analizowano uszkodzenia kotkoéw stalowych
zespalajacych ptyte zelbetowa z ksztattownikiem stalowym. Przeprowadzono badania
symulacyjne, ktore wykazaty duza skuteczno$¢ opracowanych algorytmow.
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MALGORZATA ABRAMOWICZ
MODELLING OF SPATIAL VIBRATION AND PARAMETER IDENTIFICATION OF
DISCRETE MODELS FOR STEEL-CONCRETE COMPOSITE BEAMS

Summary

The doctoral dissertation addresses the issues of modelling spatial vibration of steel-
concrete composite beams which are very often used as main elements of composite
floors or in bridge engineering as main carrying girders. The main aim of the dissertation
Is to develop a spatial model of steel-concrete composite beams and a method of its
parameter estimation, including stiffness and damping characteristics.

A discrete, spatial, computational model for a steel-concrete composite beam was
developed using the Rigid Finite Element Method. RFEM enables effective determination
of dynamic properties of beams. The modelling methodology was chosen following
encouraging results of previous modelling studies conducted with 2D RFEM maodels.
However, 2D finite element models can be used to analyse only some modes
of vibrations: flexural vertical and longitudinal vibrations. The 3D model presented in the
dissertation enables to determine, apart from those modes mentioned above, torsional,
flexural horizontal and transverse vibration of the bottom flange of a steel section as well
as other vibration modes with components in the horizontal direction, perpendicular to
the beam’s axis. Since no commercially produced RFEM-based software is available, an
original program for MATLAB environment was developed.

The study provides experimental results for three composite beams, a reinforced
concrete slab and a steel section. The three beams had a different density distribution of
steel connectors - headed studs which are commonly used connecting elements. Analysis
was focused on determining dynamic characteristics, including frequency, vibration
modes, modal damping coefficients and frequency response function using impulse
excitation.

Experimental results were used to estimate model parameters. The estimation was
conducted using natural frequencies as well as modes of vibration and frequency response
function determined in analysis. The following parameters defining model stiffness were
assumed to be estimated: substitute longitudinal modulus of elasticity of reinforced
concrete Ec, shearing stiffness of connecting elements, i.e. translational stiffness in
tangential direction to steel-concrete interface Kn, axial stiffness of connecting elements,
I.e. translational stiffness in normal direction to steel-concrete interface Ky and rotational
stiffness of connecting elements around beam axis Krx. Damping properties of the beam
defined with loss ratio 7 were estimated independently for concrete 7, steel #s, and
connection 7;.
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Two algorithms of parameter identification were developed. The first one is based
on the comparison of experimental and calculated frequencies and natural vibration
modes. The second one is based on the comparison of experimental and calculated
frequency response functions. To validate the algorithms and to demonstrate the
usefulness of the 3D model, it was used to detect size of damage. Analysis was focused
on damage of steel connectors that join the reinforced concrete slab with the steel section.
Simulation of damage detection confirmed high effectiveness of the developed
algorithms.
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Akronimy
SES - Sztywny Element Skonczony
EST - Element Sprezysto Ttumiacy
MES - Model Elementow Skonczonych
MAC - Modal Assurance Criterium
AEM - Analog Equation Method
ETR - Energy Transfer Ratio
SHM - Structural Health Monitoring
SQP - Sequential Quadratic Programming
FRAC - Frequency Response Assurance Criterion



1. Wprowadzenie

1.1. Wstep

Element zespolony powstaje w wyniku trwatego potaczenia ze sobg dwodch
lub wigcej elementow konstrukcyjnych, wykonanych z materiatdow o réznych
wilasciwosciach. Przyktadem tego typu konstrukcji jest stalowo-betonowa belka
zespolona. Pojecie belki zespolonej rozumiane jest jako element skladajacy sig
ze stalowego ksztattownika (walcowanego lub spawanego) zespolonego z opierajaca si¢
na nim ptyta zelbetowa. Wspotprace elementéw zapewniajg stalowe elementy zespalajace
przyspawane do pasa gornego ksztaltownika przed wykonaniem ptyty zZelbetowej
(Rys. 1.1). Belki tego typu stosowane sg najczesciej jako elementy stropow
w budownictwie cywilnym i przemystowym oraz jako dzwigary nosne w budownictwie
mostowym.

ELEMENTY
ZESPALAJACE -
KOLKI STALOWE

PLYTA
ZELBETOWA

KSZTALTOWNIK
STALOWY

Rys. 1.1 Belka zespolona stalowo-betonowa — schemat ogéiny

Podstawowg formg drgan jaka nalezy rozpatrywac podczas analizy tego typu konstrukcji
sg drgania gi¢tne, pionowe (ruch belki odbywa si¢ w ptaszczyznie X-Z). Analizujac tylko
takie formy drgan mozna stosowa¢ model ptaski, w ktorym ptyte zelbetows traktuje si¢
jako belke o przekroju prostokgtnym. Model taki nie daje jednak mozliwosci
wyznaczania postaci i charakterystyk czestotliwosciowych drgan skretnych, ktore lezg
w tym samym pasmie czestotliwosci (Rys. 1.2) i majg rowniez istotny wplyw na
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wlasciwosci dynamiczne tych konstrukcji. Na Rys. 1.2 przedstawiono pordéwnanie
przebiegow amplitud czestotliwo$ciowych funkcji przejscia wyznaczonych podczas
badan pewnej belki zespolonej stalowo-betonowej. Linig niebieska ciagla oznaczono
charakterystyke uzyskang na kierunku osi Z, dla punktu 1 zlokalizowanego w narozu
belki zespolonej, w wyniku wymuszenia na tym samym kierunku w punkcie A. Linig
czarng przerywang oznaczono charakterystyke uzyskang jak poprzednio na kierunku osi
Z dla punktu 1, w wyniku wymuszenia na tym samym kierunku w punkcie B. Oznaczenie
punktow 1 osi patrz Rys. 1.1.

2.8

2.6
|Gm1NA‘
2.4 [
SKRETNA
22 SKRETNA |
21~{SKRETNA | SKRETNA 7‘
1.8
z
t}’\m 1.6
£ [skRETNA
314 —
212 i
g
<
1
0.8
G]ZETNA‘ i ‘G]IETNA
GIETNA |}
0.6 I " i
04 RS - ]
N TN N )
0 A - Ree”” AU 7 _JlN
0 50 100 150 200 250 300 350

Czestotliwosé [Hz)
Rys. 1.2 Poréwnanie przebiegow amplitud czestotliwosciowych funkcji przejscia na kierunku osi Z w
punkcie 1, wymuszenie A i B na kierunku osi Z (opis w tekscie)

Obydwa przebiegi sg zarejestrowane jako odpowiedzi na tym samym kierunku
I W tym samym punkcie. Analizujgc drugi przebieg czgstotliwosciowej funkcji przejécia
bardzo wyraznie wida¢ wzbudzone zaréwno gietne jak 1 skretne formy drgan. Dla
pierwszego przebiegu czestotliwosciowej funkcji przyspieszen uzyskano tylko gietne
formy drgan. Aby moéc analizowaé rowniez skretne formy drgan nalezy zdefiniowac
model przestrzenny uwzgledniajacy translacyjny stopien swobody na kierunku osi Y.

Mode | Mode 2 Made 3

Rys. 1.3 Przyktadowe doswiadczalne i obliczeniowe postaci drgan wtasnych mostu [20]
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Modelowanie drgan przestrzennych ma szczeg6lnie duze znaczenie podczas
analizy mostow, ktorych przesta konstruuje si¢ jako dwudzwigarowe zespolone z ptyta
zelbetowa. W przypadku dwutorowych mostow kolejowych oddziatywania pochodzace
od sktadu pociggu praktycznie zawsze oddziatuja na obiekt w sposdb niesymetryczny.
Przgsto mostu jest zatem nie tylko zginane ale rowniez skrgcane. Ze skrecaniem przesta
mamy rowniez do czynienia podczas analizy obiektow zakrzywionych w planie gdzie sity
odsrodkowe pochodzace od szybko poruszajacego si¢ sktadu przylozone sa na
mimosrodzie w stosunku do $rodka cigzko$ci przgsta generujac moment skrecajacy
przesto. Na konieczno$¢ uwzgledniania innych niz wytacznie gigtne form drgan zwracaja
uwage autorzy prac [19, 20] podczas badan oraz symulacji dynamicznego zachowania si¢
trojprzegstowego obiektu mostowego (Rys. 1.3).

Praca doktorska po$wigcona jest modelowaniu drgan przestrzennych stalowo-
betonowych belek zespolonych. W pracy opisano przestrzenny model, ktory opracowano
w konwencji metody sztywnych elementéw skonczonych (SES). Zastosowanie metody
sztywnych elementdw skonczonych pozwala na efektywne wyznaczanie wtasciwosci
dynamicznych tego typu konstrukcji. Przedstawiono takze badania do$wiadczalne
charakterystyk dynamicznych. Badania doswiadczalne przeprowadzono dla trzech belek
zespolonych, ptyty zelbetowej oraz ksztattownika stalowego. Niniejsza praca prezentuje
metodyke badan doswiadczalnych oraz otrzymane wyniki. Przedstawiono rowniez
opracowany algorytm estymacji parametrow modeli belek zespolonych oraz ptyty.
Zatozono prowadzenie estymacji na podstawie wynikow badan do$wiadczalnych
Z wykorzystaniem nie tylko czgstotliwosci drgan wlasnych, ale rowniez wykorzystujac
okreslone w trakcie badan postacie drgan wtasnych oraz przebiegi czgstotliwosciowych
funkcji przejscia przyspieszen.

Ze wzgledu na brak komercyjnego oprogramowania bazujacego na metodzie
sztywnych elementow skonczonych, na potrzeby pracy opracowano wiasny program
w srodowisku programowania MATLAB.

1.2. Przeglad stanu zagadnienia

Jako jedni z pierwszych tematem analizy wilasciwosci dynamicznych stalowo-
betonowych belek zespolonych, zaj¢li si¢ naukowcy Biscontin i in. [8]. Opracowali
jednowymiarowy matematyczny model ciggly stalowo-betonowej belki zespolonej
zgodnie z teorig belek Eulera, ktory umozliwial rozwigzanie zagadnienia wlasnego.
Przedstawiony model pozwalal na uwzglednienie podatnosci zespolenia. Model
analityczny zostal wykorzystany w celu interpretacji wynikoéw badan dynamicznych
przeprowadzonych na rzeczywistych belkach. Wyniki eksperymentu okazaly si¢ tylko
czesciowo zgodne z wynikami obliczen teoretycznych i pozwolity na identyfikacje
niektorych parametrow fizycznych uktadu oraz charakterystyk potaczenia.
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Kolejng praca oparta o analizy przedstawione przez Biscontin i in. [8] byt dwu
czesciowy artykut [13, 31] naukowcow Morassi i Rocchetto oraz Dilena i Morassi.
Pierwsza cze$¢ [31] dotyczyta badan doswiadczalnych przeprowadzonych na czterech
belkach zespolonych. Belki te byly badane w stanie nieuszkodzonym, a nastepnie
w uszkodzonym. W analizie poréwnywano otrzymane czestotliwosci 1 postacie drgan
wlasnych dla belek zespolonych przed i po uszkodzeniu. W drugiej czgsci artykutu [14]
przedstawiono model obliczeniowy pozwalajacy na analiz¢ wlasciwosci dynamicznych
belek stalowo-betonowych z wprowadzonym uszkodzeniem zespolenia na koncach
belek. Prezentowany model uwzglednial podatnos¢ zespolenia na obydwu kierunkach:
rownoleglym 1 prostopadtym do osi belki. Estymacji parametréw modeli
przeprowadzono jedynie na podstawie czestotliwosci drgan wiasnych. Otrzymane
czestotliwosci drgan wlasnych na podstawie modelu znacznie odbiegalty od tym
otrzymanych w wyniku badan doswiadczalnych.

W Kkolejnej pracy [13] naukowcy Dilena i Morassi przedstawili wyniki badan
doswiadczalnych przeprowadzonych na belkach zespolonych o schemacie belki
swobodnej. Cztery belki, w tym dwie z zespoleniem pelnym i dwie z zespoleniem
czgsciowym przebadano w stanie nieuszkodzonym oraz w czterech konfiguracjach
uszkodzenia zespolenia. W trakcie badan okreslano czestotliwos$ci drgan gietnych
I osiowych wraz z odpowiadajagcymi im wspoétczynnikami thumienia modalnego oraz
postaciami drgan. Autorzy wykazali, ze przy doktadnych pomiarach belek zespolonych
W stanie nieuszkodzonym 1 uszkodzonym mozna zaobserwowaé¢ widoczne zmiany
postaci drgan i czestotliwosci drgan whasnych. Wykazali, ze postaci drgan witasnych sg
mniej czute na zmiany po wprowadzeniu uszkodzen. Dowiedli, ze znaczace zmiany
sg widoczne dla duzych uszkodzen 1 wyzszych postaci drgan.

Sapountzakis w pracy [45] przedstawil analiz¢ dynamiczng belek zespolonych
z zespoleniem podatnym. Zaproponowany model matematyczny uwzgledniat sztywno$¢
zespolenia na S$cinanie. Sztywno$¢ na drugim kierunku zostala pominigta. Model
zdefiniowano zgodnie z teorig belek Eulera. Model ten uwzgledniat przestrzenny
charakter belki zespolonej, jednak autor brat pod uwage jedynie wybrane stopnie
swobody. W celu rozwigzania modelu, pomimo zdefiniowania cigglych rdownan,
konieczna byla dyskretyzacja modelu. Zastosowano w tym celu metode AEM
(ang. Analog Equation Method) opracowang przez autora. W opracowaniu tym
wykazano, ze definicja i rozwigzanie przestrzennego modelu cigglego jest niezwykle
trudne.

W pracy [6] Berczynski i Wroblewski zdefiniowali trzy rozne ciggte modele belek
zespolonych. Definiowane modele byly modelami ptaskimi, dwuwymiarowymi.
Najdoktadniejszy z nich okazatl si¢ model bazujacy na teorii belki Timoshenki,
uwzglednial on wplyw sit $cinajacych na odksztatcenia belki oraz wpltyw sit
bezwtadno$ci w ruchu obrotowym. Model ten pozwolit uzyskac bardzo wysoka zgodnos¢
czestotliwosci drgan wiasnych otrzymanych na podstawie rozwigzania teoretycznego do
tych uzyskanych z badan doswiadczalnych.
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Problemem w przedstawionych modelach ciagtych byto zastepowanie dyskretnie
rozmieszczonych elementéw zespalajacych na ciaggle zespolenie o statych parametrach.
Dodatkowo rozwigzanie modelu Timoshenki oraz modelu opartego na teorii belki Euler
odbywato si¢ na drodze iteracyjnej co wydtuzalo znacznie czas obliczen.

W innym artykule [46] Sapountzakis i Mokos przedstawili polgczenie pomigdzy
belka i ptyta, ktore zostalo zamodelowane za pomocg dwoch powierzchni przylegania.
Dzigki takiemu podej$ciu w modelu analitycznym z zastosowaniem wlasnej metody
dyskretyzacji, uwzgledniona zostata sztywnos$¢ potaczenia w kierunku poziomym oraz
prostopadtym do osi belki, a takze model ten uwzgledniat przestrzenny charakter belki
zespolonej. Takie zmiany umozliwity autorom rozpatrywania stopni swobody na innych
kierunkach.

W kolejnej opracowaniu [15] Dilena i Morassi rozpatrywali modelowanie
I estymacj¢ parametrow belek zespolonych z czg¢éciowo uszkodzonym potgczeniem na
koncu belki. Autorzy opracowali dwa modele jeden zostat oparty na teorii belki Euler,
a drugi na teorii Timoshenko. Uzyskano potwierdzenia wystepowania uszkodzenia na
podstawie analizy postaci drgan.

Autorzy Berczynski i Wroblewski w kolejnej pracy [7], przedstawili koncepcje¢
modelu plaskiego, dyskretnego w konwencji metody sztywnych elementéw skonczonych
I wyniki do$wiadczalnych badan dynamicznych przeprowadzonych na trzech stalowo-
betonowych belkach zespolonych. Belki r6znity si¢ miedzy sobg sztywnos$cig zespolenia.
Gléwnym celem badan bylo ustalenie podstawowych charakterystyk dynamicznych
belek. Uzyskane wyniki pozwolity na weryfikacje dwoch modeli teoretycznych: cigglego
opracowany z uwzglednieniem teorii belki Timoshenki oraz dyskretnego opracowanego
w konwencji metody sztywnych elementow skonczonych. Autorzy wykazali, Zze metoda
sztywnych elementéw skonczonych moze by¢ efektywnym narzedziem modelowania
belki stalowo-betonowej. Parametry obydwu modeli ustalano na drodze identyfikaciji,
starajac si¢ uzyskac jak najwyzsza zgodno$¢ wynikow analiz numerycznych z wynikami
doswiadczalnymi. W pracach tych rowniez estymowano parametry modelu jedynie na
podstawie poroéwnania czestotliwosci drgan wiasnych. W wyniku przeprowadzonych
analiz uzyskano bardzo wysoka zgodno$¢ czestotliwosci drgan wiasnych okreslanych
doswiadczalnie 1 na podstawie modeli.

Podsumowujac problem analizy dynamicznej belek zespolonych z zespoleniem
podatnym jest bardzo skomplikowanym zagadnieniem. Ilo$¢ prac poswigconych
sposobom modelowania pokazuje, ze temat wcigz jest poddawany analizie i modele sg
wcigz ulepszane.

Wsrdd réznych metod modelowania czgsto wykorzystywana jest metoda
sztywnych elementow skonczonych. Glownym twoérca metody sztywnych elementéw
skonczonych byt Profesor Kruszewski z Politechniki Gdanskiej [22, 23, 52] poczatkowo
stuzyla ona przede wszystkim dla potrzeb przemystu okretowego. W pdzniejszym
rozwoju metoda SES znalazla zastosowanie do modelowania r6znorodnych konstrukeji
inzynierskich. Od wielu lat stosowano ja do modelowania drgan obrabiarek [29], robotow
przemystowych, konstrukcji typu offshore [53] i plyt zbiorczych elektrofiltrow [3, 35].
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W modelach obliczeniowych mozna takze stosowaé¢ zarowno sztywne i odksztatcalne
elementy skonczone, czyli stosowanie zarowno metody SES jak i MES w ten sposob
powstata metoda hybrydowa w znaczny sposob rozwijana przez osrodek w Bielsku-Biatej
przez Wojciecha i Adamiec-Wojcik [2, 36, 52].

Waznym zagadnieniem w analizie konstrukcji jest detekcja uszkodzen.
Zagadnieniem detekcji uszkodzen na podstawie zmian charakterystyk dynamicznych
zajmowali si¢ od lat De Roeck i in. [28]. Metody iteracyjne, ktore sa prezentowane przez
autor6w pozwalaja na poroOwnywanie mierzonych parametrow modalnych
(czestotliwosci i postacie drgan) z obliczonymi na podstawie modelu [48]. Metody
stosowane przez autorow do wykrywania uszkodzen (na podstawie badan dynamicznych)
pozwalaja wykry¢ zmiany w konstrukcji, ale nie umozliwiaja wskazania miejsca
uszkodzenia. Autorzy przeprowadzili estymacje parametrow na podstawie czgstotliwosci
I postaci drgan. Badania wykonywano najpierw dla konstrukcji nieuszkodzonej,
a nast¢pnie uszkadzanej w kilku krokach i analizowano wrazliwo$¢ kazdego Kryterium
po uszkodzeniu. Prace te dotycza tylko belek zelbetowych oraz ptyt sprezonych [27].

Mordini i Wenzel z Vienna Consulting Engineers zajmuja si¢ wykrywaniem
uszkodzen poprzez bezinwazyjne badania dynamiczne, z zastosowaniem SHM
(ang. Structural Health Monitoring), ktore pozwala na wykrycie uszkodzen wewnatrz
belki. W procesie estymacji oceniali zgodno$¢ czestotliwosci 1 postaci drgan.
W publikacjach [32, 33] przedstawili mozliwo$¢ zastosowania MAC (ang. Modal
Assurance Criterium) do porownania postaci drgan gig¢tnych. Autorzy stworzyli
oprogramowanie majace na celu wykrywanie uszkodzen w konstrukcjach mostowych na
podstawie analizy modalnej. Jako kryterium estymacji parametrow przyjeli dopasowanie
postaci drgan gigtnych i czgstotliwosci drgan wiasnych. Zastosowany parametr MAC
zostat opisany przez Allemang i Brown [4, 18].

Zagadnieniem wykrywania uszkodzen belek stalowo-betonowych zajmowali si¢
rowniez Wroblewski, Berczynski i Jarosinska. Pierwsza z prac [55] zawiera porownanie
zmian charakterystyk dynamicznych takich jak: czgstotliwos$ci drgan wtasnych, ttumienie
modalne oraz wspotczynnik transferu energii (ETR - ang. Energy Transfer Ratio) ze
wzgledu na zmiang wielkosci uszkodzenia. W pracy tej wykazano, ze najbardziej
wrazliwy na uszkodzenie jest wspotczynnik ETR, dlatego tez w dalszych pracach autorzy
postanowili uzy¢ go do diagnostyki uszkodzeniach w tego typach konstrukcji. W pracy
[56] przedstawiono sposoby lokalizacji uszkodzen z wykorzystaniem wspotczynnika
ETR. Analiz dokonywano na modelach zbudowanych z wykorzystaniem metody
sztywnych elementow skonczonych. Do modelu wprowadzano uszkodzenia, ktore
nastepnie lokalizowano za pomocg wspotczynnika transferu energii ETR.

Z przeprowadzonej analizy stanu zagadnienia wynika, ze do tej pory nie bylo prac
dotyczacych modelowania drgan przestrzennych (gietnych poziomych, skretnych oraz
drgan elementow sktadowych w poprzek). Sa to takie formy drgan w ktorych sktadowe
postaci drgan wystgpuja rowniez na kierunku poziomym prostopadtym do osi belki.
Elementy belki zespolonej, ksztaltownik stalowy i ptyta Zelbetowa, drgaja takze
w poprzek na kierunku osi Y (patrz Rys. 1.1). Stad tez celowym jest opracowanie modelu
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odzwierciedlajacego te wilasciwosci. Poniewaz brak jest w literaturze danych
dotyczacych parametrow okreslajacych sztywno$¢ zespolenia i tlumienia w tym
potaczeniu, koniecznym byta takze estymacja tych parametrow zespolenia na podstawie
wynikow  badan  dos$wiadczalnych, czgstotliwosci 1 postaci drgan oraz
czestotliwosciowych funkcji przejscia.

1.3. Teza, cel i zakres pracy

Petna ocena wiasciwosci dynamicznych belek zespolonych wymaga opracowania
modelu przestrzennego drgan. Pozwoli on analizowaé sprzezenia drgan na réznych
kierunkach przy dziataniu wymuszen w dowolnym miejscu konstrukcji. Model taki moze
by¢ efektywnym narzedziem do oceny wilasciwosci dynamicznych i detekcji uszkodzen
belek.

Postawiono nastepujace tezy:

1. Metoda sztywnych elementéw skonczonych przy odpowiednim zamodelowaniu
potaczenia belki stalowej z ptyta zelbetowa moze by¢ efektywnym narzedziem
do modelowania tego typu konstrukcji i oceny ich wtasciwosci dynamicznych.

2. Wykorzystanie gradientowych metod minimalizacji pozwala na efektywne
wyznaczanie estymat identyfikowanych parametrow modelu belki stalowo-
betonowej.

3. Estymacja parametrow modeli moze by¢ efektywnym narzedziem do okreslenia

wielkosci uszkodzenia.

Celem pracy byto opracowanie modelu przestrzennego konstrukcji zespolonych
belka-ptyta zelbetowa oraz metody estymacji parametrow modelu to znaczy
wspotczynnikoOw sztywnosci 1 ttumienia na podstawie czgstotliwosci, postaci drgan oraz
czestotliwosciowych funkcji przejscia. Zatozono, ze estymowane beda nastepujace
parametry modeli: zastepczy dynamiczny modut sprezystosci podituznej betonu,
sztywnos¢ potaczenia ksztattownika stalowego z ptyta zelbetowa oraz wspotczynniki
tlumienia stali, zespolenia oraz betonu dla badanych belek zespolonych.

Zakres pracy obejmuje:

1. Przeprowadzenie badan doswiadczalnych belek zespolonych stalowo-
betonowych.

2. Opracowanie modelu drgan przestrzennych belek zespolonych przy
zastosowaniu metody sztywnych elementéw skonczonych.

3. Opracowanie algorytmu estymacji parametrow modelu belek zespolonych

na podstawie charakterystyk dynamicznych uzyskanych podczas badan.
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4.

Estymacj¢ parametrow modelu: zastepczego dynamicznego modutu
sprezystosci  podtuznej betonu, sztywno$ci elementow  zespalajacych
oraz wspotczynnikow ttumienia stali, betonu oraz zespolenia dla badanych belek
na podstawie wynikéw badan doswiadczalnych.

Obliczenia symulacyjne detekcji uszkodzen belki zespolonej z wykorzystaniem
algorytmu estymacji parametrow.

Prezentowana kolejno$¢ powstawania pracy, zostata wymuszona przez iteracyjny proces
budowy modelu. Model ten powstawat na podstawie badan i mozliwo$ci odwzorowania

zarowno odpowiednich czestotliwosci i postaci drgan wlasnych gietnych, skretnych

osiowych. Starano si¢ osiggna¢ zgodnos¢ strukturalng modelu Sstworzonego

w konwencji metody sztywnych elementéw skonczonych z badang belka zespolona.



2. Badania doswiadczalne
charakterystyk dynamicznych

Badania doswiadczalne charakterystyk dynamicznych obejmowaty wyznaczenie
czestotliwosci drgan wiasnych, postaci drgan oraz charakterystyk czestotliwo$ciowych
przyspieszen trzech stalowo-betonowych belek zespolonych z zespoleniem w postaci
stalowych kotkow oraz osobno ptyty zelbetowej i ksztattownika stalowego. Przed
wykonaniem badan wtasciwosci dynamicznych przeprowadzono testy kondycjonujace,
ktore miaty na celu potwierdzenie poprawnosci wykonania belek zespolonych. Badanie
to wykonywano przyjmujac schemat belki wolnopodpartej o rozpigtosci 3,0 m
I obcigzonej dwiema sitami skupionymi rozsunigtymi na odlegto$¢ 1m. Badania te
przeprowadzono w zakresie sprezystym. Stosowane obcigzenie statyczne nie
przekraczato 40% nosnosci belki. Przeprowadzone testy dostarczyty poprawne wyniki
I potwierdzity prawidlowe zachowywanie si¢ belek.

2.1. Obiekt badan

Badaniu poddano belki zespolone sktadajaca si¢ z dwuteownika walcowanego
IPE 160 wykonanego ze stali S235JRG2, zespolonego z plyta zelbetowa o przekroju
60x600 mm. Mieszanke betonowa do wykonania plyty zamowiono w lokalnej wytwdrni
betonu. Wykonano ja na bazie cementu klasy 42,5 z dodatkiem plastyfikatora BV.
Stosunek W/C 0,64, konsystencja S3, planowana klasa wytrzymatosci C25/30.
Maksymalny rozmiar stosowanego kruszywa tamanego zostat ograniczony do 8 mm ze
wzgledu na niewielkie wymiary wykonywanych elementdow. W omawianej plycie
zastosowano zbrojenie z pretow zebrowanych o $rednicy 6 mm, wykonanych ze stali
kategorii A-I. Zbrojenie podluzne roztozono w rozstawie co 75 mm, a zbrojenie
poprzeczne co 150 mm. Zastosowano siatki zbrojeniowe gora i dotem. Zespolenie
elementow plyty Zelbetowej z ksztattownikiem stalowym wykonano za pomoca kotkow
stalowych (nazywanymi tez sworzniami). Zastosowano zespolenie wiotkie w postaci
stalowych kotkow zespalajacych z tbem firmy KOCO — typ SD o érednicy 10 mm
I wysokos$ci 50 mm, wykonanych ze stali S235J2G3.
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Kotki rozmieszczono w réznym rozstawie, dla belki C1 co 200 mm, dla belki C2
co 150 mm i dla belki C3 co 100 mm. Dlugos¢ catkowita belki wyniosta 3200 mm.

Schematy belek przedstawiono na (Rys. 2.1).
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Rys.2.1 Badane belki stalowo-betonowe: a) belka C1; b) belka C2; c¢) belka C3;
d) przekroj poprzeczny A-A

Charakterystyki geometryczne belek zespolonych ustalono na podstawie
pomierzonych warto$ci: grubosci plyty i ciezaru belki zespolonej. Pomiaru grubosci
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dokonano w odlegtosci 100 mm od poczatku ptyty zelbetowej i dalej co 500 mm, w ten
sposob uzyskano dla belek zespolonych 7 punktow pomiarowych. Obmiaru dokonano za
pomoca suwmiarki elektronicznej o rozdzielczo$ci pomiarowej 0,01 mm. Pomiaru
dokonano zaréwno po lewej (L) jak i prawej (P) stronie elementu. Wszystkie pomierzone
dane zestawiono w tabeli 2.1 oraz w tabeli 2.2.

Tabela 2.1 Wyniki pomiaru grubosci ptyty zelbetowej dla belek zespolonych

nazwa belki C1 C2 C3
grubos¢ [mm] L P L P L P
A-0 63,94 63,12 62,15 60,61 62,79 60,46
500 60,37 61,08 61,34 60,57 60,99 61,64
1000 61,01 60,76 61,48 62,10 61,37 60,94
1500 60,44 61,11 61,69 62,11 64,15 64,51
2000 61,02 60,46 60,48 61,41 62,11 60,10
2500 60,42 61,24 61,45 61,38 60,85 60,57
B - 3000 60,54 62,64 61,69 61,14 61,82 61,52
warto$¢ srednia 61,30 61,40 61,70
odchylenie 112 0.55 132
standardowe
5 -
IR LR L 0,59 0,29 0,69
ufhos$ci
Tabela 2.2 Woyniki pomiaru masy belki zespolonej
nazwa belki C1 C2 C3
3239 3229 326,6
[kq] 3238 3226 3272
323,6 322,7 326,9
B 3038 322.8 3269
[kq]

Podczas prowadzenia badan do$wiadczalnych postanowiono zbada¢ dodatkowo
komponenty  belki  stalowo-betonowej. Przeprowadzono dodatkowe badania
pojedynczych elementow takich jak ptyta zelbetowa oraz ksztattownik stalowy. Stalowa
belka to ksztattownik IPE 160 o dtugosci 3240 mm ze stali gatunku S235. Badana ptyta
zelbetowa to plyta o wymiarach: grubos¢ 60 mm, szeroko§¢ 600 mm i dlugo$¢ 2200 mm,
wykonano z betonu o klasie C25/30 (Rys. 2.2.a). Badana ptyta zelbetowa byta krotsza od
tej, ktora wchodzita w sktad belki zespolonej. Zbrojenie wykonano jak dla plyty
zelbetowej, belki zespolonej (Rys. 2.2.b).

Charakterystyki
pomierzonych wartosci: grubo$ci plyty 1 cigzaru. Pomiaru grubosci dokonano

geometryczne plyty zelbetowej ustalono na podstawie
w odlegtosci 100 mm od poczatku plyty zelbetowej 1 dalej co 500 mm, w ten sposdb
uzyskano dla plyty Zelbetowej 5 punktoéw pomiarowych. Do obliczen przyjmowano
usredniong warto$¢ grubos$ci ptyty zestawiong w tabeli 2.3. Podczas badan zwazono

réwniez ksztaltownik stalowy IPE 160, a jego masa wynosita 49,9 kg.
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a)

b)

Rys. 2.2 Badana plyta: a geometria (mm); b) zastosowane zbrojenie

Tabela 2.3 Wryniki pomiaru grubosci i masy ptyty zelbetowej

nazwa PLYTA
masa [kg] 189,3
grubos¢ [mm)] L P
A-0 60,8 61,06
500 60,76 60,13
1000 60,26 60,27
1500 60,48 60,90
B - 2000 61,53 60,74
warto$¢ $rednia 60,69
odchylenie 0.42
standardowe
95% przedziat
0,22
ufho$ci

2.2. Stanowisko badawcze i metodyka badan

Badania dynamiczne belek zespolonych, ptyty oraz dwuteownika stalowego
przeprowadzane dla schematu belki lub ptyty swobodnej. Stanowisko doswiadczalne
sktadato si¢ z dwoch stupow stalowych ze wspornikowymi ryglami w rozstawie osiowym
stupéw wynoszacym 2,0 m. Wsporniki zostaty stezone za pomocg kagtownikow. W trakcie
badan dynamicznych do wspornikow podwieszono belke za pomocg czterech lin
stalowych o $rednicy 3 mm i w ten sposob zrealizowano schemat belki lub ptyty
swobodnej. Schemat taki pozwala na pominigcie wpltywu podatnosci podpoér na
uzyskiwane wyniki. Podatno$¢ lin dobrano tak aby czgstotliwos¢ drgan wynikajaca
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z ruchu bryly sztywnej w przestrzeni znajdowaly si¢ ponizej zakresu, w ktérym znajduja
si¢ czestotliwosci drgan wlasnych badanej belki lub ptyty. Punkty zamocowania lin do
plyty, belki czy dwuteownika stalowego byly dobierane tak aby pokrywaly si¢
Z teoretycznymi wezlami podstawowych postaci gigtnych drgan wiasnych elementow.
Schemat stanowiska podczas badan doswiadczalnych wraz z belka zespolong
przedstawiono na rysunku (Rys. 2.3).

Rys. 2.3 Stanowisko badan: a) perspektywa, b) widok z boku, c)widok od czola

2.3. Podstawy eksperymentalnej analizy modalnej

Eksperymentalna analiza modalna jest najpowszechniejsza technikg identyfikacji
parametréw modalnych konstrukcji mechanicznych. W metodach klasycznych do
estymacji parametrow modalnych wykorzystuje si¢ pomiar wymuszenia i odpowiedzi.
Zasadniczy podziat tych metod to podzial na metody w dziedzinie czasu
i czgstotliwosci [50]. Eksperymentalna analiza modalna sktada si¢ z czterech etapow:
modelowanie, eksperyment, estymacja parametrow i weryfikacja modelu.

Uktad réwnan  roézniczkowych  opisujacych  ruch  drgajacy  modelu
z uwzglednieniem tlumienia przyjmuje postac:

Md(® + €q(®) + Kq(t) = F(t) (2.1)
gdzie:
g, g, § — wektory przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia masy,
M, C, K —macierze bezwladnosci, thumienia oraz sztywnosci,
F— wektor sit uogolnionych.

Zaktadajac warunki poczatkowe zerowe i stosujac do obu stron rownania (2.1)

transformacje Laplace’a otrzymano:
(Ms? + Cs + K)Q(s) = F(s) (2.2)
gdzie:
s —zmienna zespolona, s = jw,
Q(s) — transformacja Laplace’a odpowiedzi uktadu,
F(s) — transformacja Laplace’a wymuszenia.
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Roéwnanie (2.2) mozna zapisa¢ w uproszczeniu jako:
Z(s)Q(s) = F(s) (2.3)
gdzie:
Z(s) — macierz sztywno$ci dynamiczne;j.
Podstawiajgc w rownaniu (2.3) przez odwrdcenie macierzy sztywnosci dynamicznej,

warto$¢ alternatywna (2.4) zwang podatno$cig
Zga(s)
H(s) = Z(s) 1 = = (2.4)
(s) =Z(s) ZG)]

otrzymujemy roOwnanie:
H(s)F(s) = Q(s) (2.5)

gdzie:
H(s) — macierz podatnosci dynamicznej,
Z,4(s) — jest to macierz dotaczona do macierzy Z(s).

Analiz¢ modalng mozna stosowa¢ po spelieniu pewnych zalozen. Po pierwsze
uktad musi by¢ liniowy i jego dynamika musi by¢ opisana za pomoca liniowego uktadu
rownan rozniczkowych zwyczajnych lub czastkowych (2.6).

H(s) = const(s) (2.6)
Wspotczynniki rownan opisujacych dynamike muszg by¢ state w czasie pomiarow (2.7).
H(s,t) = const(s) (2.7)

Obiekt jest dostepny i istnieje mozliwo§¢ pomiaru wszystkich charakterystyk, ktorych
znajomos¢ jest potrzebna do identyfikacji modelu. Uktad spetnia zasad¢ wzajemnosci
Maxwella (2.8).
H;;(s) = Hj;(s) (2.8)

Macierz H(s) jest macierzg kwadratowg (n x n) dla uktadow o n stopniach swobody.
Element tej macierzy mozemy interpretowac¢ jako funkcje przej$cia migdzy punktem,
W ktorym przytozone jest wymuszenie, a punktem, w ktérym mierzona jest odpowiedz.
Funkcja przejscia nazywa si¢ charakterystyka punktowa, jezeli pomiar odpowiedzi
| wymuszenie sg mierzone w tym samym punkcie. Natomiast jezeli pomiar odpowiedzi
jest w innym punkcie niz wymuszenie to nazywamy t¢ funkcje charakterystyka przejscia.
Pierwiastki rownania charakterystycznego (2.5) sa biegunami uktadu i opisuja czestosci
wlasne uktadu oraz wspdtczynniki tlumienia dla tych czgsto$ci. Wielkosci te sa
otrzymywane poprzez rozwigzanie zagadnienia wlasnego. Aby rozwigza¢ zagadnienie
wlasne rownania (2.5) nalezy je przetransformowaé z problemu n-wymiarowego
drugiego rzedu do problemu 2n-wymiarowego pierwszego rzedu. Rozwigzanie tego
problemu wiasnego do wyznaczenia 2n zespolonych wartosci wlasnych. Wartosci te sa
podane w postaci sprzezonych par pierwiastkow, ktore sg biegunami uktadu. Czesci
rzeczywiste biegunow (&) sa wspoOlczynnikami tlumienia, a czg$¢ urojona (@) sa
czestosciami wlasnymi ttumionymi uktadu. Wektory wlasne sa nazywane postaciami
drgan, wektorami modalnymi lub wektorami przemieszczen modalnych (). Wektory
modalne w ogo6lnym przypadku wspotrzedne sg zespolone, ktorych kazda sktadowa ma
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fazg 1 amplitude. WartoSci wlasne s3 jednocze$nie pierwiastkami réwnania
charakterystycznego, tak wigc rOwnanie (2.4) przyjmuje postaé:

Hes) = Z4a(s) Z( L. ) 29)

Mo DG - A6 -2 Li\s—4 ' s—&
gdzie:
A, Ay — wartosci wlasne,
D; — stala,

A,, Ay —reszty modalne.
Podstawiajac w rownaniu (2.9) s = jw, otrzymujemy zalezno$¢ wyrazajaca przebieg
macierzy charakterystyk czestotliwosciowych uktadu:
H(i)—zn:( A A ) (2.10)
@)= jw— 2,  jw— A '

r=1
Podsumowujac charakterystyke czgstotliwosciowg uktadu o wielu stopniach swobody

mozna traktowac jako sume charakterystyk o jednym stopniu swobody [9].

2.4. Metodyka badan doswiadczalnych

Przeprowadzone badania miaty na celu wyznaczenie podstawowych charakterystyk
dynamicznych: czestotliwosci drgan wiasnych, thumienia i czgstotliwosciowych funkcji
przejscia. Poniewaz spodziewano si¢ wynikow w zakresie wysokich czgstotliwosci
zdecydowano si¢ na pomiar przyspieszen drgan. Majac do wyboru rozne sposoby
wymuszania ruchu obiektu zdecydowano si¢ na test impulsowy. Wymuszenie to polegato
na zastosowaniu mtotka modalnego jako elementu pobudzajacego obiekt do drgan. Jako
odpowiedz ukladow na wymuszenie mierzono przyspieszenia drgan. Odpowiedz

rejestrowano za pomocg trojosiowych piezoelektrycznych przetwornikow przyspieszen
PCB 356A01. Czujniki te mocowano za pomocg specjalnego wosku dostarczonego przez
producenta. Na powierzchni ptyty zelbetowej mocowano je na stalowych okraglych
podktadkach o $rednicy 25 mm (Rys. 2.4.a). Przyklejono je za pomoca modyfikowanej

zywicy epoksydowej. Badania prowadzono stosujac 9 takich samych czujnikow.
a) b)

Rys. 2.4 Aparatura pomiarowa: a) tréjosiowy czujnik przyspieszen, b) miotek modalny
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Badanie impulsowe przeprowadzano stosujac wymuszenie w kilku wybranych
punktach konstrukcji, a pomiar odpowiedzi uktadu w wielu punktach pomiarowych.
Podczas prowadzonych badan zaplanowano 27 punktéw pomiarowych dla plyty, 36
punktéw pomiarowych dla belki zespolonej i 18 punktéw pomiarowych dla dwuteownika
stalowego. Taka ilo$¢ punktow wymagata prowadzenia badan etapowo przektadajac
kolejno czujniki migdzy punktami pomiarowymi rejestracji przyspieszen. Wymuszenia
dokonywano za pomoca mtotka modalnego KISLER 9726A20000 o masie wlasnej 500g
(Rys. 2.4b). W miotku tym =zastosowano stalowg koncowke pokryta
polioksymetylenem — KISLER 9904A, ktéra umozliwia skuteczne wzbudzanie postaci
drgan o czestotliwosciach do 600 Hz.

Kazdy czujnik dawat mozliwo$¢ rejestracji przyspieszenia na kierunku X, Y i Z.
Przy posiadanych 9 czujnikach jednorazowo przy wymuszeniu rejestrowano 27 sygnatow
odpowiedzi, oraz jeden sygnal wymuszenia. Sygnatly rejestrowano uzywajac analizatora
pomiarowego LMS SCADAS III potagczonego ze stacja robocza wyposazonego w system
komputerowy wspomagania komputerowego badan, pakiet oprogramowania Test.Lab,
produkt firmy LMS. W czasie prowadzenia testu impulsowego wykorzystywano modut
Impact Testing tego pakietu. W programie dokonano wszystkich ustawien parametrow
pomiaru sygnatow.

Procedura przeprowadzania badan doswiadczalnych dla plyty, dwuteownika
stalowego 1 belek zespolonych byta taka sama. W pierwszym etapie nalezato zdefiniowaé
punkty pomiaru sygnatow. W drugim etapie okreslono parametry trojosiowych
piezoelektrycznych czujnikow oraz miotka modalnego. Dane wpisywano rgcznie,
zgodnie z informacjami zawartymi na kartach certyfikujacych. Definiowano takie dane
jak tryb pracy czujnika, numer seryjny oraz dane kalibracyjne. Trzecim etapem byto
ustawianie wzmocnien w taki sposob aby podczas mierzenia sygnatu, wypetniane byty
cale pasma przetwornikéw. Stosowane oprogramowanie umozliwiato jednorazowo
ustawianie warto$§ci wzmocnien dla wszystkich aktywnych kanatéw pomiarowych.
W nastepnym kroku definiowano parametry testu impulsowego. W ich sklad migdzy
innymi wchodzito ustalenie poziomu sygnatu wyzwalajacego pomiar, czyli wyznaczenie
wartosci powyzej ktorej sita wyzwala pomiar, ustalenie czasu startu pomiaru,
co umozliwia wykorzystanie calo$ci energii zawartej w impulsie oraz ustalenie zakresu
czestotliwosci. W ostatnim etapie testu impulsowego dokonano pomiaru. W przypadku
przeprowadzonych badan kazdy pomiar polegal na wykonaniu dwunastu powtérzen
wymuszenia w jednym z ustalonych miejsc wymuszen. Przyspieszenia rejestrowano
w dziewieciu punktach pomiarowych. Proces usredniania przebiegat automatycznie
wedhug algorytmu zaimplementowanego w module Impact Testing.

W wyniku przeprowadzonych badan otrzymano przebiegi czestotliwosciowych
funkcji przejscia FRF (ang. Frequency Response Function) wyznaczanych, jako
odpowiednie stosunki przyspieszen drgan do sity. Funkcje FRF postuzyty do
wyznaczenia tzw. modelu modalnego z uzyciem modutu Modal Analisis systemu
Test.Lab [21]. Do estymacji parametrow modalnych wykorzystano algorytm PolyMAX,
ktory cechuje si¢ wysoka efektywnoscig [39]. Metoda ta oparta jest
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na czestotliwosciowych funkcjach przejscia. Diagram stabilizacyjny przedstawia proces
stabilizacji modelu modalnego. Stabilizacja ta polega na ustaleniu wartosci parametru
modalnego w ramach przyjetej tolerancji. W kazdym kroku iteracji wzrasta rzad modelu,
co powoduje tatwiejsze poszukiwanie estymowanych parametrow modelu
modalnego [17].
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Rys. 2.5 Diagram stabilizacyjny — belka C1, wymuszenie 1-Z

N “‘\y_/‘/"

Na Rys. 2.5 przedstawiono diagram stabilizacyjny dla belki C1 dla wymuszenia 1- Z
(wymuszenie w punkcie 1 na kierunku Z — opis w Rozdziale 2.5) z zaznaczonymi
biegunami o stabilizacji typu ,,s”. Litera ,,s” oznacza stabilizacj¢ wszystkich parametrow
modalnych. W ten sposéb doprowadzono do zbudowania modelu modalnego, bedacego
zbiorem czestotliwos$ci, odpowiadajacych im thumien modalnych oraz wektoréw postaci
drgan. Walidacj¢ poprawnosci zbudowanego modelu modalnego przeprowadzono na
podstawie wskaznika MAC (ang. Modal Asssurance Criterion), ktory jest skalarem,
wyrazajagcym zalezno$¢ pomigdzy zidentyfikowanymi postaciami [11]. Jego wartos¢
zostata wyznaczonego zgodnie z zalezno$cig (2.11):
7 s |?

MAC,s = ———7+—
VTR TR

(2.11)

gdzie:

Y., Y —wektory modalne r i s (postacie drgan).

Wskaznik ten przyjmuje warto$¢ od zera, (oznaczajgcg brak zgodnosci) do jednosci
(wyrazajaca petne dopasowanie). Jezeli wspotczynnik MAC dla dwoch wektorow
modalnych r i s przyjmuje warto$¢ rowng jeden oznacza to, ze wektory te sg estymatorami
tej] samej fizycznej postaci drgan. Jezeli wektory modalne sg estymatorami dwodch
roznych postaci, wspotczynnik ten powinien przyjmowac wartos$¢ bliskg zeru. Wynika to
z warunkow ortogonalno$¢ postaci drgan.

Dla analizowanej belki C1 zbudowano model modalny i sprawdzono go wykonujgc
walidacje z zastosowaniem wskaznika MAC. Jego wynik przedstawiono za pomocag
diagramu stupkowego na Rys. 2.6. Na przedstawionym rysunku mozna zaobserwowac
wysokie wartosci wskaznika MAC na diagonali $wiadczace o poprawnym wyborze
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stabilizujacych si¢ biegunéw — wszystkie wektory wlasne w modelu s3 wzajemnie
ortogonalne.

=
o'

Rys. 2.6 Wykres stupkowy przedstawiajgcy wartosci wskaznika MAC — belka

50108

Cl wymuszenie 1-Z

Podczas analizy wynikéw badan doswiadczalnych posiadano ograniczony dostep do
oprogramowania Test.Lab, dlatego tez, zdecydowano si¢ na stworzenie wtasnego modutu
programu w $rodowisku MATLAB do prezentacji graficznej wyznaczonych
charakterystyk dynamicznych. Dane te wyeksportowano z programu LMS do plikow
0 odpowiednim formacie, a nastgpnie za pomocg oprogramowania typu MATLAB oraz
Excel dokonano obrobki, ktora umozliwiata prezentacje graficzng. Pierwszy opracowany

program umozliwial wizualizacje¢ postaci drgan dla kazdej czgstotliwosci drgan wtasnych
(Rys. 2.7, Rys. 2.8, Rys. 2.9).
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Rys. 2.7 Program do prezentacji graficznej postaci drgan wtasnych — belka C1
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Rys. 2.8 Program do prezentacji graficznej postaci drgan wlasnych — PEYTA
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Rys. 2.9 Program do prezentacji graficznej postaci drgan wtasnych — belka stalowa IPE 160

Podczas badan charakterystyk dynamicznych uzyskano czestotliwosciowe funkcje
przejscia FRF, ktore wykorzystano do identyfikacji ttumienia. Do przeprowadzenia
procesu identyfikacji konieczne byto wyznaczenie szczytowych wartosci amplitud
na przebiegu FRF odpowiadajacym kolejnym rezonansom drgan ptyty, belki zespolonej

i dwuteownika stalowego.
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Rys. 2.10 Program do analizy przebiegow czestotliwosciowych funkcji przejscia (FRF) — belka C1

Stworzono wtasne oprogramowanie w srodowisku MATLAB, ktore automatycznie
okreslalo warto$ci szczytowe amplitud na przebiegu FRF odpowiadajacym kolejnym

rezonansom. Program umozliwiat okres$lanie wartosci w formie tabelarycznej i graficznej
(Rys. 2.10).

2.5. Badania doswiadczalne belek zespolonych

Badania  do$wiadczalne charakterystyk  dynamicznych rozpoczg¢to od
przeprowadzenia testu impulsowego wedlug opisanego algorytmu w rozdziale 2.3 dla
belek. =~ Badania  do$wiadczalne  charakterystyk  dynamicznych  rozpoczgto
od przeprowadzenia testu impulsowego wedtug opisanego algorytmu w rozdziale 2.3 dla
plyty Zelbetowej. Sposob podwieszenia belki zespolonej podczas badan pokazano na
rysunku (Rys. 2.11.a). Podczas badania wymuszenia belki zespolonej wykonano w trzech
punktach (Rys. 2.11.b):

2-Z — uderzenie mlotkiem modalnym pionowo z géry w osi belki,
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1-Z — uderzenie mtotkiem modalnym pionowo z gory na skraju belki,

2+X — uderzenie mtotkiem modalnym poziomo od czota belki.

Punkty wymuszen na rysunku oznaczono symbolem ®. Rézne miejsca wymuszenia
miaty na celu wzbudzenie r6znych form drgan belki zespolonej, co zestawiono ponizej
w tabeli 2.4.

Tabela 2.4 Zestawienie punktow oraz kierunkow wymuszeh

Oznaczenie Wymuszenie Wzbudzane formy drgan plyty
Punkt Kierunek
1-7 1 4 gietne, skretne i gietne pasa dolnego
2-Z 2 z gietne
2+X 2 X osiowe

Do badan przyjeto siatk¢ 36 roéwnomiernie roztozonych po dlugosci punktow
pomiarowych, z czego 27 znajdowalo si¢ na gbérnej powierzchni ptyty zelbetowej,
pozostate 9 na pasie dolnym belki stalowej. (Rys. 2.11.c).

a)

Rys. 2.11 Badana belka zespolona: a) podwieszona belka podczas badan,; b) punkty wymuszania;
¢) siatka punkéw pomiarowych

Otrzymane czestotliwo$ci drgan wlasnych i ttumienie modalne dla poszczegolnych
punktow wymuszen (1-Z, 2-Z, 2+X) belek zespolonych przedstawiono w Zatgczniku A
pracy w nastgpujacych tabelach:

—  belka zespolona C1 — Tabela Z.1,
—  belka zespolona C2 — Tabela Z.2,
—  belka zespolona C3 — Tabela Z.3.

Ponizej w tabeli 2.5 przedstawiono poréwnanie wynikéw form gigtnych i skrgtnych

dla badanych belek zespolonych.
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Tabela 2.5 Czestotliwosci drgan wiasnych i thumienie modalne beleki C1, C2, C3, drgania gietne,

drgania skretne, dla wymuszenia 1-Z

Nazwa belki C1 C2 C3
Parametr fiexp ¢ fiexp ¢ fiexp ¢
[HZ] [%] [Hz] [%] [HZ] [%]
§ 1y 73,38 0,16 73,59 0,17 75,37 0,14
-‘;30 2q 167,41 0,76 166,03 0,70 174,82 0,48
g 34 262,02 0,58 262,24 0,60 277,68 0,49
_‘go 44 356,48 0,46 356,25 0,54 378,80 0,46
5q 446,75 0,58 456,09 0,61 485,53 0,47
D 1 64,24 0,26 64,55 0,26 66,35 0,27
g’ 2, 143,66 0,33 143,06 0,27 146,60 0,26
%
K 3 217,68 0,37 216,90 0,35 221,42 0,35
§0 4 299,75 0,36 298,18 0,28 302,83 0,33
© 5¢ 387,92 0,45 383,97 0,42 394,70 0,46

Analizujac dane zawarte w tabeli mozna zaobserwowaé, ze warto$ci czgstotliwosci
i thumienia modalnego dla belek zespolonych C1 i C2 sa zblizone. Dopiero zmniejszenie
rozstawu kotkow stalowych do 100 mm dla belki C3 wptywa znaczaco na sztywnos$¢
belki, co powoduje zmiane otrzymywanych czestotliwosci. Roéznice te mozna
zaobserwowa¢ zarowno dla zmiany rozstawu z 200 mm na 100 mm oraz ze 150 mm na
100mm. Prawie zadnych rdéznic nie zaobserwowano przy zmianie rozstawu z 200 mm
na 150 mm. Poréwnanie to pokazuje, ze zmiana sztywnosci belki zespolonej ze wzgledu
na zastosowany rozstaw kotkow stalowych nie jest proporcjonalna. Obnizenie
czestotliwosci mozna zaobserwowacé zarowno dla form drgan gietnych (2-8%), jak
i skretnych (1-3%). Takiego samego poréwnania dokonano dla otrzymanych wartosci
czestotliwosci drgan osiowych co przedstawiono w tabeli 2.6.

Tabela 2.6 Czestotliwosci drgan wiasnych i thumienie modalne beleki C1, C2, C3, drgania osiowe,
dla wymuszenia 2+X

Nazwa belki C1 C2 C3
-exp f -exp é: -exp g
carametr | £ f f
ArAEt | g %] [Hz] %] [Hz] [%]
10 567,30 0,28 559,64 0,46 573,08 0,64

Na warto$¢ tej czestotliwosci ma wptyw osiowa sztywnos$¢ belki, ktora jest funkcja jej
pola przekroju oraz sztywno$ci materialdw wyrazonej poprzez modut sprezystosci
podluznej. Drgania osiowe powstaja na skutek naprzemiennego wydtuzania si¢
I skracania si¢ zarowno plyty zelbetowej jak i dwuteownika stalowego. Sity powstajace
w zespoleniu sg niewielkie i maja nieznaczny wplyw na ten proces. Gegsto$¢ rozstawu
zespolenia nie ma istotnego wptywu na sztywno$¢ osiowa belki, co mozna zaobserwowac
po niewielkich réznicach wartos$ci czgstotliwosci osiowych 1-2%.
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Analizujac postacie drgan belek zespolonych zauwazono, ze wsrdd zidentyfikowanych
postaci drgan gietnych pojawity si¢ dodatkowo postacie dla pasa dolnego ksztattownika
zlokalizowane w plaszczyznie X-Y tego pasa (Rys. 2.12).

Rys. 2.12 Belka zespolona z zaznaczonym pasem dolnym ksztattownika

Postacie te uzyskano w trakcie wymuszenia w punkcie 1-Z. Podczas analizy otrzymanych
czestotliwosci 1 postaci drgan wiasnych z modelu modalnego uzyskano 5 form drgan pasa
dolnego. Warto$ci czgstotliwosci drgan wlasnych oraz thumien modalnych przedstawiono
w tabeli 2.7.

Tabela 2.7 Czestotliwo$ci drgan wiasnych i ttumienie modalne beleki C1, C2, C3, drgania pasa
dolnego, dla wymuszenia 1-Z

Nazwa belKi Cl C2 C3
Parametr fiexp ¢ fiexp ¢ fiexp ¢

[HZ] [%] [HZ] [%] [HZ] [%]
Opd 92,03 0,11 92,87 0,06 94,90 0,08
15 99,89 0,07 99,95 0,14 102,41 0,06
204 145,65 0,06 146,20 0,05 148,49 0,03
3od 225,21 0,05 225,75 0,04 227,40 0,03
4ng 336,38 0,08 336,90 0,06 338,35 0,04

Drgania te to pozioma (ptaszczyzna X-Y) posta¢ drgan gietnych pasa dolnego
dwuteownika stalowego, podczas gdy plyta Zelbetowa nie odksztalca si¢ znaczaco.
Pierwsza posta¢ drgan jaka wykryto dla pasa dolnego nazwano ,,0pd”, ktéra odpowiada
ruchowi catego ksztaltownika wzgledem ptyty zelbetowej (Rys. 2.13).

300 i

200

100

0

-100

-200

-300

200 : o
O 00 0

Rys. 2.13 ,, Zerowa” posta¢ drgan pasa dolnego (004=92,03 Hz) — belka C1

Kolejne postacie drgan sg to typowe formy drgan gietnych pasa dolnego
dwuteownika stalowego, co pokazano na kolejnym rysunku (Rys. 2.14).
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a)

b)

d)

Rys. 2.14 Formy drgan  gietnych pasa dolnego — belka Cl:a) 1ps=99,89 Hz;
b) 2p4=145,65 Hz; c) 3pd=225,21 Hz; d) 4p¢=336,38 Hz;

Analizujac posta¢ drgan pasa dolnego nalezy zauwazy¢, ze ksztaltownik w formie
dwuteownika nie pracuje jako caty element. Na skutek zespolenia z ptyta zelbetowa pas
gorny 1 cze$¢ Srodnika zostaje usztywniona, a pas dolny wykazuje duza podatnos¢
objawiajaca si¢ postaciami drgan pasa dolnego. Zjawisko to pojawito si¢ zdaniem autorki
glownie dlatego, ze zastosowany sposob podwieszenia umozliwia swobodny ruch belki.
Gdyby zastosowano schemat belki wolnopodpartej uniknigto by tego zjawiska ale nie
wiadomymi statyby si¢ podatnosci podpor.

Poréwnujac wyniki dla odpowiednich belek zespolonych mozna zauwazyc,
ze najwicksze zmiany otrzymuje si¢ dla ,,zerowej” postaci drgan gigtnych 1-3%. Jak
widac réznica w zastosowanym rozstawie kotkow stalowych ma znaczenie dla uzyskanej
warto$ci. Najwieksza roznice obserwuje si¢ porownujac belke Cl1 do C3, gdzie
zastosowano rozstaw kotkow stalowych dla pierwszej belki zespolonej 200 mm, a dla tej



B4ADANIA DOSWIADCZALNE CHARAKTERYSTYK DYNAMICZNYCH =TT 34

drugiej 100 mm. Czestotliwosci drgan wilasnych pasa dolnego zalezng od rozstawu
I rodzaju kotkéw zespalajacych, a nie zaleza od taczonych elementow. Wniosek ten
bedzie mial istotny wplyw na zastosowany w nastepnym rozdziale model zespolenia
ksztattownika stalowego z ptyta zelbetowa.

Do identyfikacji ttumienia niezbedne bylo wyznaczenie szczytowych wartosci
amplitud na przebiegu FRF odpowiadajacym kolejnym rezonansom drgan belki
zespolonej. Analizowano trzy rodzaje drgan: drgania gigtne wzbudzane przy wymuszeniu
2-Z, drgania skretne przy wymuszeniu w punkcie 1-Z i drgania osiowe przy wymuszeniu
w punkcie 2-X. Dla drgan gietnych i skretnych okre§lano szczytowe wartosci amplitud
dla pigciu rezonansow. Za to dla drgan osiowych wartosci szczytowe amplitud (A-FRF)
okreslono tylko dla jednego rezonansu. Do analizy (przeprowadzonej w rozdziale 4.2)
wybrano FRF dla o§miu reprezentatywnych punktow pomiarowych. Dla drgan gietnych,
wymuszenia 2-Z wybrano punkty 2, 4, 34 i 36 znajdujace si¢ na osi plyty zelbetowe;j
I ksztattownika stalowego oraz punkty 1, 3, 33 i 35 znajdujace si¢ w narozach ptyty
zelbetowej (Rys. 2.11). Dla drgan skrgtnych i osiowych, wymuszenia 1-Z i 2-X wybrano
punkty 1, 3, 33 i 35 znajdujace si¢ w narozach ptyty zelbetowej (Rys. 2.11). Wartosci
szczytowych amplitud (A-FRF) odpowiadajacych kolejnym rezonansom dla belki C1
zestawiono w tabeli 2.8 i tabeli 2.9 od wymuszenia 2-Z, w tabeli 2.10 od wymuszenia 1- Z
I w tabeli 2.11 od wymuszenia 2-X.

Tabela 2.8 Amplitudy FRF odpowiadajace wybranym rezonansom wedtug badan doswiadczalnych dla
belki zespolonej C1, wymuszenie 2-Z, kierunek Z
WYMUSZENIE 2-Z
Punkt 1 3 33 35

_ A-FRF | gexp | AFRF | gexp | AFRF | gexp | AFRF | pexp
1 L A L L
ms?N]| [Hz] |[ms?N]| [HZ |[ms?N]| [HZ |[ms?N]| [HZ]
1g 2,729 73,50 2,552 73,50 2,628 73,50 2,622 73,50
2g 0,640 169,00 0,634 169,00 0,601 169,00 0,612 169,00
3g 0,480 263,50 0,506 263,50 0,474 263,25 0,497 263,50
4g 0,514 357,75 0,607 358,00 0,428 357,75 0,514 357,75
5g 0,418 449,25 0,369 449,50 0,318 448,50 0,321 448,75

Tabela 2.9 Amplitudy FRF odpowiadajgce wybranym rezonansom wedtug badan doswiadczalnych dla
belki zespolonej C1, wymuszenie 2-Z, kierunek Z

WYMUSZENIE 2-Z
Punkt 2 4 34 36
AFRFE | &P | AFRF | gexp | AFRF | gep | AFRF | pep
ms?N]| [HZl |[ms#N]| [HzZ] |[ms?N]| [HZ] |[ms?N]| [HZ]

lg 2,628 73,50 2,600 73,50 2,600 73,50 2,595 73,50
Zg 0,568 169,00 0,548 169,00 0,537 169,00 0,526 169,00
3g 0,404 263,25 0,351 263,50 0,400 263,25 0,360 263,25
4g 0,435 357,75 0,320 357,75 0,381 357,75 0,299 357,50
5

0,307 448,75 0,196 448,75 0,302 448,75 0,225 448,75

«
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Tabela 2.10 Amplitudy FRF odpowiadajgce wybranym rezonansom wedtug badan do$wiadczalnych dla
belki zespolonej C1, wymuszenie 1-Z, kierunek Z

WYMUSZENIE 1-Z
Punkt 3 33 35

: AFRFE | &P | AFRF | g0 | AFRF | g | AFRF | pep
ms?N]| [HZ] |[ms?N]| [HZ |[ms?N]| [HZ |[ms%N]| [HZ]

1 1,892 64,25 1,879 64,25 1,933 64,25 1,867 64,25
2s 2,248 143,75 2,274 144,00 2,313 143,75 2,305 144,00
35 2,131 218,00 2,093 218,00 2,075 218,00 2,064 218,00
4S 1,968 300,25 1,917 300,25 2,030 300,25 1,968 300,25
55 1,542 388,25 1,360 388,25 1,530 388,25 1,328 388,00

Tabela 2.11 Amplitudy FRF odpowiadajgce wybranym rezonansom wedtug badan doswiadczalnych dla
belki zespolonej C1, wymuszenie 2+X, kierunek X

WYMUSZENIE 2+X

Punkt 3 33 35
: AFRF | pep | AFRF | gexp | AFRF | gexp | AFRF | pexp
ms?N]| [HZ] |[ms?N]| [HZ |[ms?N]| [HZ |[ms?N]| [HZ]
1, 0,641 567,50 0,634 567,25 0,627 567,50 0,581 567,25

Wyniki dla pozostatych belek zespolonych zestawiono w Zalgczniku A pracy
W nastgpujacych tabelach:
—  belka zespolona C2 — Tabela Z.4, Tabela Z.5, Tabela Z.6 i Tabela Z.7,
—  belka zespolona C3 — Tabela Z.8, Tabela Z.9, Tabela Z.10 i Tabela Z.11.
Rys. 2.16) przedstawiono przebiegi amplitudowe
czestotliwosciowej funkcji przejscia z zaznaczonymi warto$ciami rezonansow wedlug
badan doswiadczalnych dla plyty Zelbetowe;.

Na rysunkach (Rys.
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Rys. 2.15 Przebieg amplitud czestotliwosciowej funkcji przejscia dla belki zespolonej C1, wymuszenie
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Rys. 2.16 Przebieg amplitud czestotliwosciowej funkcji przejscia dla belki zespolonej C1, wymuszenie
1-Z, punkt 1, kierunek Z

| | | |
400 450 500 550

Wykresy dla pozostatych przebiegéw czgstotliwosciowych funkcji przejscia dla
belek zespolonych zestawiono w Zatgczniku B pracy na nastepujacych rysunkach:
—  belka zespolona C1 — Rys. Z. 1 do Rys. Z. 14,
—  belka zespolona C2 — Rys. Z. 15 do Rys. Z. 30,
—  belka zespolona C3 — Rys. Z. 31 do Rys. Z. 46.

2.6. Badania doswiadczalne plyty i dwuteownika IPE160

Badania doswiadczalne plyty Zzelbetowej 1 belki stalowej IPE160 przeprowadzono
na tym samym stanowisku badawczym na ktérym badano belki zespolone. Sposob
podwieszenia ptyty podczas badan pokazano na Rys. 2.17.a. Do wymuszen drgan
zastosowano badanie impulsowe. Podczas badania impulsowego stosowano wymuszenia
(® ) w trzech punktach (Rys. 2.17.h):

2-Z — uderzenie mlotkiem modalnym pionowo z géry w osi plyty,

1-Z — uderzenie miotkiem modalnym pionowo z gory na skraju ptyty,

2+X —uderzenie mtotkiem modalnym poziomo od czota ptyty.

Rozne miejsca wymuszenia miaty na celu wzbudzenie r6znych form drgan ptyty,
CO zestawiono W ponizsze;j tabeli 2.12.

Tabela 2.12 Zestawienie punktéw oraz kierunkéw wymuszen dla ptyty zelbetowej

Oznaczenie Wymuszenie Wzbudzane formy drgan plyty
Punkt Kierunek
1-Z 1 VA gietne i skretne
2-Z 2 4 gietne
2+X 2 X osiowe

Punkty pomiarowe znajdowaty si¢ na gornej powierzchni ptyty i byty roztozone

w trzech rzgdach po 9 punktow w kazdym, co w sumie dawato 27 punktéw pomiarowych

(Rys. 2.17.c).
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Rys. 2.17 Badana phita: a) podwieszana plyta podczas badan, b) punkty wymuszania; c) siatka punkow
pomiarowych

Otrzymane czestotliwo$ci drgan wiasnych i ttumien modalnych dla poszczego6lnych
punktow wymuszen ptyty przedstawiono w tabeli 2.13.

Tabela 2.13 Czgstotliwosci drgan wiasnych i thumienie modalne ptyty zelbetowe;j
PLYTA ZELBETOWA 60x600x2200 mm
Wymuszenie 1-2 2-Z 2+X
fiexp Iz fiexp I fiexp Iz
[HZ] [%] [HZ] [%] [HZ] [%]
47,63 0,28 47,66 0,27 - -
131,28 0,30 131,35 0,29 - -
252,68 0,35 252,78 034 - -
417,79 0,45 418,13 0,42 - -
616,70 041 617,08 041 - -

(=]

(=]

(=]

(o]

lo]

109,03 0,32 - - - -
223,32 0,26 - - - -
351,79 0,29 - - - -
502,46 0,33 - - - -
671,93 0,33 - - - -
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Na rysunku ponizej (Rys. 2.18) przedstawiono wybrane postacie drgan plyty
wykorzystujac opisany program do prezentacji graficznej postaci drgan wtasnych.

200 T a0
I e

/ - _ o
2 e
200 0

200

Rys. 2.18 Postacie drgan gietha i skreme dla badanej PLYTY, wymuszenie 1-Z:
a) 1,=47,63 Hz; b) 1,=109,03 Hz; ¢) 2s=223,32 Hz;

Do identyfikacji ttumienia niezbedne bylo wyznaczenie szczytowych warto$ci
amplitud na przebiegu FRF odpowiadajacym kolejnym rezonansom drgan plyty.
Analizowano dwa rodzaje drgan: drgania gietne wzbudzane przy wymuszeniu 2-Z
I drgania skretne przy wymuszeniu w punkcie 1-Z. Dla drgan gietnych i skr¢tnych
okreslano szczytowe warto$ci amplitud dla pi¢ciu rezonanséw. Do analizy wybrano FRF
dla o$miu reprezentatywnych punktéw pomiarowych. Dla drgan gigtnych, wymuszenia
2-Z wybrano punkty 2, 5, 23 i 26 znajdujace si¢ na osi ptyty zelbetowej (Rys. 2.17). Dla
drgan skretnych, wymuszenia 1-Z wybrano punkty 1, 3, 25 1 27 znajdujace si¢ w narozach
plyty zelbetowej (Rys. 2.17). Wartosci szczytowych amplitud FRF odpowiadajacych
kolejnym rezonansom zestawiono w tabeli 2.14 i w tabeli 2.15.

Tabela 2.14 Amplitudy FRF odpowiadajgce wybranym rezonansom wedtug badan do$wiadczalnych dla
plyty zelbetowej, wymuszenie 2—Z, kierunek Z
WYMUSZENIE 2-Z
Punkt 2 5 23 26

i AFRF | oo | AFRF | per | AFRF | gew [ AFRE | gerr

i

ms?N]| [HZ |[ms#N]| [HzZ] |[ms?N]| [HZ] |[ms?N]| [HZ]

1g 2,481 47,75 0,850 47,75 0,821 47,75 2,452 47,75
29 1,919 131,50 0,508 131,50 0,526 131,50 1,896 131,50
3g 1,232 253,00 1,110 253,00 1,135 253,00 1,226 253,00
4g 0,712 418,50 1,061 418,50 1,065 418,50 0,692 418,50
5

2,400 673,00 2,200 672,75 2,199 672,75 2,341 672,75

«
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Tabela 2.15 Amplitudy FRF odpowiadajgce wybranym rezonansom wedlug badan doswiadczalnych dla
plyty zelbetowej, wymuszenie 1-Z, kierunek Z

WYMUSZENIE 1-Z
Punkt 1 3 25 27

. A-FRF | gexp | AFRF | e | AFRF | e | AFRF | cexp
| L L L L
ms?N]| [HZ] |[ms?N]| [HZ |[ms?N]| [HZ |[ms%N]| [HZ]
1S 3,281 109,00 3,201 109,00 3,289 109,00 3,154 109,00
2s 4,355 223,50 4,578 223,50 4,351 223,50 4,559 223,50
3s 3,870 352,00 3,902 352,00 3,825 352,00 3,893 352,00
4s 2,897 502,75 2,945 503,00 2,787 502,75 2,878 502,75
55 3,359 672,50 2,450 673,50 3,385 672,25 2,322 673,50

Na rysunkach (Rys. 2.19 i Rys. 2.20) przedstawiono przebiegi amplitudowe
czestotliwosciowej funkcji przejscia z zaznaczonymi warto§ciami rezonansow wedlug
badan doswiadczalnych dla ptyty zelbetowe;.

26
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Rys. 2.19 Przebieg amplitud czestotliwosciowej  funkcji  przejscia dla  plty  Zelbetowej,
wymuszenie 2-Z, punkt 2, kierunek Z
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Rys. 2.20 Przebieg amplitud czestotliwosciowej — funkcji — przejscia dla plty  Zelbetowej,
wymuszenie 1-Z, punkt 1, kierunek Z
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Wykresy dla pozostatych przebiegow amplitud czestotliwosciowych funkcji przejscia dla
plyty zelbetowej zestawiono w Zafgczniku B na rysunkach: Rys. Z. 47 do Rys. Z. 52.

Kolejnym badanym elementem byt ksztattownik stalowy IPE160. Podwieszony
dwuteownik podczas badan pokazano na Rys. 2.21.a. Punkty pomiarowe znajdowaty si¢
na osi belki pasa dolnego (9 punktéw) i gérnego (9 punktow) co lacznie dawato 18
punktéw pomlarowych (Rys. 2.21.c).

Rys. 2.21 Badany dwuteownik stalowy: a) podwieszona belka podczas badan,; b) punkty wymuszania,;
¢) siatka punkow pomiarowych

Podczas badania impulsowego dwuteownika stalowego zastosowano
wymuszenia (®) w czterech punktach (Rys. 2.21.b):
2-Z — uderzenie mlotkiem modalnym pionowo z géry w osi belki,
2+Y — uderzenie mtotkiem modalnym poziomo w pas gorny na skraju belki,
4+Y — uderzenie motkiem modalnym poziomo w pas dolny na skraju belki,
2+X — uderzenie mtotkiem modalnym poziomo od czota belki.
Roézne punkty wymuszenia tak jak w ptycie mialy umozliwi¢ uzyskanie réznych form
drgan dla belki stalowej, co zestawiono ponizej w tabeli 2.16.

Tabela 2.16 Zestawienie punktow oraz kierunkéw wymuszen dla belki stalowej

Oznaczenie Wymuszenie Wzbudzane formy drgan plyty
Punkt Kierunek
1-Z 1 4 gietne i skretne
1+Y 1 Y gietne poziome
1+X 1 X osiowe
2+Y 2 Y skretne 1 gigtne poziome
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Otrzymane czgstotliwosci drgan wiasnych i1 tlumienia modalne przy réznych
wymuszeniach belki stalowej przedstawiono w tabeli 2.17 i wybrane postacie drgan
w formie graficznej (Rys. 2.22).

Tabela 2.17 Czgstotliwosci drgan wiasnych i ttumienie modalne belki stalowej IPE 160

BELKA STALOWA IPE160
Wymuszenie 1-z 1+Y 2+Y 1+X
: fiexp 5 fiexp é: fiexp f fiexp 5
[HZ7] [%] [H7] [%] [H7] [%] [H7] [%]
1, 113,39 0,03
24 295,79 0,09
3y 541,82 0,10
4y 824,29 0,27
1, 800,5 0,02% - - 800,47 0,01 800,50 0,01
1 3344 018
2, 75,22 0,02 - - 75,23 0,03
35 137,92 0,07 - - 137,92 0,06
4 223,22 0,54 - - 223,44 0,48
B 353,12 0,07 - - 353,00 0,06
s 32,49 0,02
2 83,86 0,03 88,85 0,03
S 171,47 0,03 171,47 0,03
4qp 276,40 0,05 276,41 0,05
59n 391,57 0,03 391,56 0,04
a)

300 T -
0 H
-100-_|
200 .
300

200

b)

B 375

0
Rys. 2.22 Posta¢é drgan gietna pozioma i skretne dla badanego dwuteownika stalowego IPE160:
a) wymuszenie 1+Y, 24=88,86 Hz; b) wymuszenie 2+Y 2:=75,23 Hz;

-200



B4ADANIA DOSWIADCZALNE CHARAKTERYSTYK DYNAMICZNYCH 42

W przypadku ksztaltownika stalowego, takze wyznaczono Szczytowe warto$ci
amplitud na przebiegu FRF odpowiadajacym kolejnym rezonansom drgan belki.
Analizowano cztery rodzaje drgan: drgania gigtne wzbudzane przy wymuszeniu 1-Z,
drgania skretne i gietne poziome przy wymuszeniu w punkcie 2+Y oraz drgania osiowe
przy wymuszeniu w punkcie 1+X. Dla drgan gi¢tnych okreslano szczytowe wartosci
amplitud dla czterech rezonansé6w na kierunku Z. Dla drgan skretnych i gigtnych
poziomych okreslano szczytowe wartosci amplitud dla pigciu rezonanséw na kierunku Y.
Dla drgan osiowych okres$lano tylko dla jednego rezonansu szczytowa warto$¢ amplitudy
na kierunku X. Do analizy wybrano FRF dla szesciu reprezentatywnych punktoéw
pomiarowych. Dla drgan gi¢tnych, wymuszenia 1-Z wybrano punkty 1, 2, 17 i 18
(Rys. 2.21). Dla drgan skretnych i gietnych poziomych, wymuszenia 1+Y wybrano
punkty 1, 3, 16 i 18 (Rys. 2.21). Dla drgan osiowych, wymuszenia 1+X wybrano punkty
1,2,17118 (Rys. 2.21). Wartosci szczytowych amplitud FRF odpowiadajacych kolejnym
rezonansom zestawiono w tabeli 2.18 w tabeli 2.19 i w tabeli 2.20.

Tabela 2.18 Amplitudy FRF odpowiadajace wybranym rezonansom wedtug badan doswiadczalnych dla
plyty zelbetowej, wymuszenie 1-Z, kierunek Z
WYMUSZENIE 1-Z
Punkt 1 2 17 18
A-FRF fie"p A-FRF fiexl’ A-FRF fiexp A-FRF fiexl’
ms?N]| [HZ] |[ms?N]| [HZ |[ms?N]| [HZ |[ms?N]| [HZ]

lg 14,096 113,00 13,949 113,00 14,089 113,00 13,986 113,00
2g 18,643 296,00 19,712 296,00 18,260 296,00 19,470 296,00
3g 14,932 542,00 11,219 542,00 14,663 542,00 10,374 542,00
4g 2,751 825,00 4,441 825,00 2,650 825,00 4,231 825,00

Tabela 2.19 Amplitudy FRF odpowiadajace wybranym rezonansom wedtug badan doswiadczalnych dla
plyty zelbetowej, wymuszenie 2+Y, kierunek Y

WYMUSZENIE 2+Y
Punkt 1 3 16 18

: AFRF | peoP | AFRF | gexp | AFRF | gexp [ A-FRF | gexp
ms?N]| [Hz |[ms?N]| [Hzl |[ms?N]| [Hz] |[ms?N]| [HZ]

1 4,543 32,00 2,109 32,00 2,246 32,00 4,772 32,00
lgp 4,413 34,00 3,043 34,00 2,697 34,00 4,012 34,00
2 12,640 75,00 5,228 75,00 5,122 75,00 12,564 75,00
2gp 9,395 89,00 1,699 89,00 1,971 89,00 9,886 89,00
3S 18,921 138,00 1,578 138,00 2,007 138,00 20,249 138,00
3gp 7,392 172,00 5,627 171,00 6,811 171,00 8,675 171,00
4S 1,673 224,00 1,122 224,00 1,197 223,00 1,871 223,00
4gp 5,419 276,00 7,538 276,00 9,228 276,00 7,281 276,00
5¢ 13,934 353,00 17,128 353,00 23,202 353,00 17,321 353,00
5gp 5,928 392,00 6,850 392,00 8,909 392,00 7,187 392,00
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Tabela 2.20 Amplitudy FRF odpowiadajgce wybranym rezonansom wedtug badan do$wiadczalnych dla
plyty zelbetowej, wymuszenie 1+X, kierunek X

WYMUSZENIE 1+X

Punkt 1 2 17 18
A-FRF fiexp A-FRF fexp A-FRF fexp A-FRF fiexp

L L

ms?N]| [HZl |[ms?N]| [Hz] |[ms?N]| [HZ |[ms?%N]| [HZ]
10 46,563 801,00 50,772 801,00 46,058 801,00 50,580 801,00

Na rysunkach (Rys. 2.23, Rys. 2.24 i Rys. 2.25) przedstawiono przebiegi amplitudowe
czestotliwosciowej funkcji przejscia z zaznaczonymi warto$ciami rezonansow wedtug
badan doswiadczalnych dla ksztattownika stalowego.

2 ! \ \ \ \ \ \ \ \ \ !
18- : X: 296 : : —
Y:18.64
16} .
X: 542
i X113 ‘ ' ' Y:14.93 N
Y141
z 12— —
E
5 lof- .
i~
8
s
s -
67 —
I ~ - , :
| JL\J
OJA‘I | LJ 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850 900
Crestotliwosc [Hz]
Rys. 2.23 Przebieg amplitud czestotliwosciowej funkcji przejscia dla ksztaltownika stalowego,
wymuszenie 1-Z, punkt 1, kierunek Z
' " X353
18- ' : Y173 n
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Rys. 2.24 Przebieg amplitud czestotliwosciowej funkcji przejscia dla ksztaltownika stalowego,
wymuszenie 2+Y, punkt 3, kierunek Y
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Rys. 2.25 Przebieg amplitud czestotliwosciowej funkcji przejscia dla ksztaltownika stalowego,
wymuszenie 2+X, punkt 17, kierunek X

Wykresy dla pozostatych przebiegow amplitud czestotliwosciowych funkcji przejscia dla
plyty zelbetowej zestawiono w Zafgczniku B na rysunkach: Rys. Z. 53 do Rys. Z. 61.



3. Model drgan przestrzennych belek
zespolonych w konwencji
metoay sztywnych elementow
skonczonych

Dyskretny model obliczeniowy ptyty, dwuteownika oraz belki zespolonej
opracowano w konwencji metody Sztywnych Elementow Skonczonych — model SES.
Metoda ta polega na podziale rzeczywistego uktadu na nieodksztatcalne bryty nazywane
sztywnymi elementami skonczonymi (SES), ktore potaczone sa migdzy sobg elementami
sprezysto - thumigcymi (EST). SES-y charakteryzowane sg poprzez masy oraz masowe
momenty bezwtadno$ci, natomiast EST-y przez wspotczynniki sztywnosci i ttumienia.
Budowe modelu rozpoczyna si¢ od podziatu obiektu na odcinki o rownej lub zblizonej
dtugosci. W ten sposob uzyskujemy podzial pierwotny. Nastepnie w srodku kazdego
odcinka umieszczamy EST, ktory skupia wlasciwosci sprezyste i thumigce danego
elementu. W kolejnym kroku gczymy powstate EST-y za pomoca SES-6w — to jest
podziat wtorny. Gtowne zatozenia metody SES zostaty opracowane przez Kruszewskiego
I innych [22, 231 52].

3.1. Model przestrzenny SES - zalozenia ogoélne

Tworzac model belki zespolonej za pomoca metody SES zalozono, ze oddzielnie
zostanie zamodelowana ptyta zelbetowa 1 dwuteownik stalowy 1 nastgpnie zostang one
polaczone elementami spr¢zysto ttumigcymi modelujagcymi zespolenie. Na Rys. 3.1.a
przedstawiono schematycznie belke zespolong o dtugosci L podzielong na n odcinkéw
0 dhugosci AL na kierunku osi X. Dokonano rowniez podziatu na kierunku Y dla plyty
zelbetowej 0 szerokosci B na m odcinkow o dhugosci 4B. W ten sposob dokonano
podziatu pierwotnego na dwoch kierunkach. Na kierunku osi Y nie dokonywano podziatu
dwuteownika stalowego. Do kazdego odcinka powstalego w wyniku podziatu
pierwotnego przypisano EST: dla czgéci stalowej kazdy EST skupiat wilasciwosci
sprezysto-thtumigce dwuteownika stalowego ®, dla czesci zelbetowej skupiat wiasciwosci
sprezysto-ttumiace plyty zelbetowej ® odpowiednio na kierunku X i Y. Pomiedzy
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powstale EST-y oddzielnie dla plyty zelbetowej i dwuteownika wstawiono sztywne
elementy skonczone SES o dtugosci wynikajacej z podzialu wtornego. Dla elementow
skrajnych dtugo$¢ elementow wynosita 4L/2 na kierunku osi X oraz 4B/2 na kierunku osi
Y (dla ptyty zelbetowej), za$ dla pozostatych odpowiednio AL i AB. Ostatnim elementem
uzupetniajacym model byly EST-y modelujace zespolenie ®. Lacza one krawedzie
SES- 6w ptyty zelbetowej i dwuteownika stalowego (Rys. 3.1.b).

a)

] [ LenAL L

& 69 -@-element sprezysto tlumigcy EST

Rys. 3.1 Model metody SES: a) podzial belki na odcinki; b) podzial belki na sztywne elementy
skonczone.
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Kazdy SES o numerze i posiada swoj niezalezny uktad odniesienia X 5(?5, YS(ES’ Z :Ss)s
Uktad ten dobiera si¢ tak aby pokrywat si¢ z centralnym uktadem bezwtadnosci danego
SES-u. Do scharakteryzowania danego SES-u sg potrzebne masy oraz masowe momenty
bezwtadnosci, ktore zestawiane sg w diagonalnej macierzy mas o postaci:

MO = diag[m(i),m<i>,m(i), O O 4© (3.1)

Pierwsze trzy wyrazy macierzy rowne sg masie SES, pozostale trzy sg masowymi
momentami bezwladnosci SES wzgledem osi X s(?s' Ys.(é)s' Z s(gs

Podstawowymi parametrami opisujgcymi EST o numerze K sg wspotczynniki
opisujagce jego wiasciwosci sprezyste 1 thumigce. Kazdy EST posiada swoj niezalezny
uktad X é’;)T, Yg%,Z g;)T Wiasciwosci ttumigce moga zosta¢ pominigte w przypadku
rozwigzywania zagadnienia drgan wlasnych konstrukeji. Wilasciwosci sprezyste
opisywane sg za pomocg macierzy sztywnosci sktadajacych si¢ z trzech wspotczynnikow

k)

sztywnosci translacyjnej K(T ; oraz trzech wspotczynnikow sztywnosci rotacyjnej Klgk])..

Macierze sztywnosci K® przyjmuje posta¢ macierzy diagonalnej o wymiarach 6x6.

k . k k k k k k
K® = diag k), K8, K89, K, K, kS 62)

Wilasciwosci tlumigce opisywane sg za pomocg macierzy wspotczynnikow

(k)

thumienia C(k), ktora skfada si¢ z trzech wspotczynnikow tlumienia translacyjnego C;. ;

I z trzech wspotczynnikéw tlumienia rotacyjnego Clgk]) Macierze ttumienia przyjmuje
posta¢ macierzy diagonalnej o wymiarach 6x6.

k . k k k k k k
¢ — diag e, e e, 8% o) 63

Zwiazek pomiedzy odpowiadajacymi sobie wspoOlczynnikami sztywnosci kEkj)
(k)

i tlumienia ;" jest nastgpujacy:
k) _ nq,.k) - .
i = ki i=TR j=XY,2Z (3.4)

gdzie:
1 — wspotczynnik strat,
w — czestotliwosé drgan.

Potozenie SES-a 0 numerze i w przestrzeni okresla si¢ za pomocg wspotrzednych
uogodlnionych. Dla modeli przestrzennych, Ktore posiadajg sze$¢ stopni swobody,
polozenie kazdego SES-a okresla szes¢ wspotrzednych uogdlnionych (przemieszczenia

srodkdw masy na kierunku osi X égs, YS(I%, Z égs oraz obroty wokot tych osi mierzone
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od potozenia rownowagi). Wspotrzedne uogolnione zapisuje si¢ w formie wektorowe;j
| przyjmuje ona postac:

@ _ @ O @O @O (@O @
qQ- = COl(qT,X' dry 91,20 9rx 9R Y’ qR,Z) (3.5)

Kolejnym etapem jest proces transformacji przemieszczen, ktory ma na celu
powigzanie energii potencjalnej odksztatcenia EST od wspotrzednych uogdlnionych
sztywnych elementéw skonczonych polaczonych tym EST-em. W tym celu nalezy
wyznaczy¢ zalezno$¢ pomiedzy wspdtrzednymi uogoélnionymi SES, a wspotrzednymi
zamocowania EST do danego sztywnego elementu skonczonego. Nalezy pamigtac,
ze Wektor przemieszczen SES w punkcie zamocowania EST jest zapisany

w uktadzie X é’;)T, YE(;?, Z gg)T, a wektor wspoOlrzgdnych uogoélnionych w uktadzie
X s(lis)s’ Ys(é)s, Z s(:s)s Jako pierwsze nalezy wyznaczy¢ wspoirzedne wektora przemieszczenia
SES o numerze i do punktu zamocowania EST o numerze k. Pierwsze trzy wyrazy tego
wektora to przemieszczenia translacyjne, a pozostate trzy to przemieszczenia rotacyjne.

W = col (Wi, Wiy, Wi, Wi Wey, Wh7) (36)
W zapisie ogélnym:
W = gk, q(i) (3.7)
gdzie:
s plok wspotrzednych zamocowania EST o numerze k do SES o numerze i.

Wspotrzedne zamocowania EST S)((ik),syk),sgk) opisane sg w ukladzie odniesienia

X é?s, YS(,?S,, Z é?s Blok ten przyjmuje posta¢ macierzy:

oo O NCONINCEY
01 0 —si® o s

g _10 0 1 S}((ik) _S)((ik) 0 (3.8)
0 0 O 1 0 0
0 0 O 0 1 0
0 0 O 0 0 1

) opisany jest w uktadzie XS(?S, YS(I?S,ZS(?S, w kolejnym kroku nalezy go

przetransformowac¢ do uktadu X g;)T, YE(E%, Z g;)T otrzymujac wektor w(, Transformacji

Wektor w

dokonujemy za pomoca macierzy skladajgcej si¢ ze wspotczynnikéw kierunkowych
migdzy osiami uktadu X g;)T, nglsc%,Z g;)T 1 osiami uktadu Xs(fs)s' Ys%)s'zs(lis)y Zalezno$¢ te
mozna zapisac jako:

w( = @) . 7 (3.9)
gdzie:
0™_ plok wspotczynnikoéw kierunkowych.
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[cos (p)((l;';) cos (p)((i,’;,) cos <p)((i§)
cos (pl(,f;) cos (p,(,l;,’ﬁ) cos <p,(,flzc) 0
(ik) (ik) (ik)
G)(ik) _|COs@yy  COSQyy"  COSQy (3.10)
- (ik) (ik) (ik) '
COSQyy COSQyy COSQy,
0 cos <p§f§? cos <p§f§f) cos (p}(,f?
(ik) (ik) (ik)
COSQ, 5 COSQ,y"  COSQ,, |

gdzie:

(p](l]k) ,j = X,Y,Z —kat zawarty pomigdzy osiami uktadu X g;)T, YE(;‘%, Z g;)T 1 osiami uktadu

O @O O
XSES’ YSES' ZSES'

W opracowanym modelu przestrzennym osie uktadow X g;)T, YE%{%,Z ,S_’;)T

I X S(?S, Ys(l?s' Z s(‘;s)s sa do siebie rownolegle.
Globalna macierz sztywnosci K powstaje na podstawie macierzy sztywnosci K®

dla pojedynczych EST, globalna macierz ttumienia C powstaje na podstawie macierzy
tlumienia C* dla pojedynczych EST-6w, a macierz bezwtadno$ci M na podstawie

macierzy mas M® dla pojedynczych SES-6w. Sposoby ich tworzenia zostaty opisane
szczegotowo w literaturze [22,23 1 52].

W nastgpnych podrozdziatach przedstawiono szczegdétowe informacje na temat
zastosowanych technik modelowania poszczegolnych elementéw belki zespolone;j to jest
ptyty zelbetowej, dwuteownika stalowego jak i elementow taczacych je - kotkow
zespalajacych.

3.2. Model przestrzenny SES plyty

Modelowanie elementow ciaggtych metoda SES zaczyna si¢ od dokonania podziatu
pierwotnego. W przypadku plyty podziat nalezy przeprowadzi¢ w dwoch kierunkach to
jest wzdtuz na AL odcinkéw i w poprzek na AB odcinkéw. Model dzielimy na odcinki
0 réwnej lub zblizonej dtugosci. Uzyskany przy tych zatozeniach podzial pierwotny
przedstawiono na (Rys. 3.2.a). Nastepnie w $rodku ciezkosci kazdego elementu
powstatego w wyniku podziatu, umieszcza si¢ EST. Kazdy EST rozbity zostaje na cztery
mniejsze EST-y tak, aby mozliwym bylo potaczenie naroznikéw czterech sgsiadujacych
ze sobg SES-6w, jest to podziat wtorny. W kazdym zestawie czterech EST, dwa sa
rownoleglte do osi gtownej X, a dwa sg rownolegle do osi gtownej Y. W klasycznym
podejsciu [22, 23] proponuje si¢, aby wlasnosci sprezyste elementdw odwzorowywaty
EST-y potozone jak na (Rys. 3.2.b), czyli w miejscu styku czterech naroznikow SES-ow.
W podejsciu tym do modelowania stosuje si¢ elementy o trzech stopniach swobody.
Elementy te ulegaja przemieszczeniu na kierunku osi Z oraz obrotu wzgledem osi X iY.
W klasycznym podej$ciu pomijana jest sztywnosc¢ rotacyjna na kierunku osi Z. Przy takim
modelowaniu nie uzyskiwano zgodno$ci w zakresie czestotliwos$ci drgan skretnych.
Po wnikliwej analizie ustalono, ze niezgodnos¢ ta wynika ze sposobu rozmieszczenia
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EST-6w. Zamocowanie ich w naroznikach blokuje swobodne skrecanie poszczegdlnych
SES-60w wzgledem osi X i Y. Jako modyfikacj¢ postanowiono rozsungé¢ EST-y tak aby
taczyly one $rodki poszczegdlnych SES-6w, pokazano to na (Rys. 3.2.c). Podobne
rozwigzanie zaprezentowano w pracy [3], jednak opracowany model opisywatl elementy
plyty za pomocg pigciu stopni swobody, a modyfikacj¢ potozenia EST-6w uzasadniono
checig ograniczenia obrotu segmentéw wzgledem osi prostopadiej do ptaszczyzny
elementu pierwotnego (obrot wzgledem osi Z). Artykul ten byt inspiracja dla
opracowanego modelu ptyty.

a)

b)

Rys. 3.2 Model SES przestrzenny plyty: a) podzial pierwotny, b) podzial wtérny — Klasyczne
umiejscowienie EST; ¢) podziat wtérny — zmodyfikowane umiejscowienie EST.
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W podejsciu zaproponowanym w tej pracy model plyty opisano za pomocg szesciu
stopni swobody (trzy przemieszczenia translacyjne oraz trzy rotacyjne), gdyz bedzie ona
laczona z modelem ksztattownika stalowego opisanego réwniez, modelem o szesciu
stopniach  swobody. Zaproponowana modyfikacja wymagala wprowadzenia
dodatkowego wspolczynnika sztywnosci rotacyjnej EST wzgledem osi Z. Wspotczynnik
ten okreslono traktujac elementy ptyty jako belki pryzmatyczne o przekroju
prostokatnym.

Warto$ci wspotczynnikéw bezwladnosci diagonalnej macierzy M® dla SES-ow
modelujacych wewnetrzng czes$¢ ptyty wyznaczano nastepujgco:

m® = h,-AL-AB - p, (3.11)
gdzie:
h. — grubos¢ plyty zelbetowe;,
pgi) — gestos$¢ materiatlu plyty zelbetowe;.

, 0)
@ = _"112 (AL% + 1.2 (3.12)
, 0)
O = _"112 (AB? + h?) (3.13)
0)
@_m 2 2 3.14
2 =5 (AL? +AB?) (3.14)

Dla kazdego EST o numerze k przyjeto niezalezny wiasny uktad osi gtdwnych
X g;)r' YE(;C%, Z g;)r Glowne osie EST charakteryzuja si¢ tym, ze sity dzialajace na EST
na kierunku zgodnym z tymi osiami powoduja jego odksztatcenia translacyjne wytaczne
na kierunku dziatania tych sit.

Wartosci wspotczynnikdw sztywnosci translacyjnej oraz rotacyjnej ustalono

wedtug nastepujacych zasad:

a) Dla EST-6w rownolegtych do osi gtownej X
(k) _ EC - hC - AB

R =2 (3.15)
k) = GC'A'Z—C_'XAB (3.16)
kipx = GC'A};—C_'XAB (3.17)
g Ge he® - AB (3.18)

RX=X " 6-AL
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E.-h’-AB
g = ¢ ¢ 3.19
RY=X"12-(1—-v.2)-AL (3.19)
. . 3
gt Eehe-AB (3.20)
Rz-Xx 12 - AL
b) Dla EST-6w réwnolegtych do osi glownej Y
G, h.-AL
(k) _ Y c
Ky x-y = AB ')(_ (3.21)
E.-h.-AL
(k) _ c
kiyy =——5— (3.22)
G, h.-AL
(k) __ Yc c
kyz-y = AB 'X_ (3.23)
k(k) _ EC ’ h'C3 ' AL (3 24)
RX=Y 7 12-(1-v,2)-AB '
G.-h’ - AL
kék;_y _ J¢c ¢ (3.25)
' 6-AB
E.-h.-AL
k;(zkz)_y —_c ¢ (3.26)
' 12 -AB
gdzie
E.— dynamiczny zastepczy modul sprezystosci podtuznej dla komponentu plyty
zelbetowe] uwzgledniajacy wplyw zbrojenia (dalej nazywany dynamicznym
zastepczym modulem sprezystosci podtuznej betonu),
G.— dynamiczny zastepczy modul sprezystosci poprzecznej plyty zelbetowej
(uwzgledniajacy wplyw zbrojenia),
v, — liczba Poissona dla betonu,
X - wspotczynnik ksztattu Timoshenki.

Wspodtezynnik y nazywany wspolczynnikiem $cinania Timoshenki, ktory pozwolit

na uwzglednienie nierdwnomiernego rozktadu naprezen stycznych obliczono wedtug

zaleznosci podanej w [5, 16]:

p A J SZ(2) A

2
W) @
gdzie:
A —  pole przekroju,
Jy —  moment bezwladno$ci wzgledem osi Y,
b(z) - szeroko$¢ przekroju wzgledem osi Z,

(3.27)

Sy(z) —  moment statyczny czesci odcietej z pola przekroju wzgledem osi Y.
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Dla przekroju prostokatnego wspotczynnik ksztalttu Timoshenki przyjmuje warto$¢ 1,2.

Wyniki uzyskane na podstawie zmodyfikowanego modelu SES postanowiono
poréwnaé z rozwigzaniem analitycznym (model teoretyczny — MT) oraz z modelem
utworzonym w konwencji odksztatcalnych elementéw skonczonych (MES). Model MES
opracowano w programie Abaqus i w nim przeprowadzono obliczenia. Do obliczen
modelu MES przyjeto model przestrzenny. Plyte zamodelowano jako elementy
szeScienne wykorzystujac elementy drugiego rzedu o zredukowanym catkowaniu
z funkcjami ksztattu drugiego stopnia (oznaczenie C3D20R) o wymiarach 50x50. Analizg
doboru elementow w programie Abaqus przedstawiono w artykulach [40, 57].
Rozwigzanie szczegblowe zostalo opracowane i przedstawione w pracach [24, 26]. Praca
[26] autora Leissa dotyczy rozwiazania ptyt cienkich, a praca [24] autoréw Liew, Xinag
I Kitipornchai przedstawia rozwigzanie zagadnienia drgan wlasnych dla phyt
prostokatnych umiarkowanie grubych. Autorzy zaprezentowali rozwigzania dla réznych
warunkow brzegowych (21 przypadkow), dla zmieniajacych si¢ proporcji bokoéw a/b
(dhlugosé/szerokos¢) oraz roznemu stosunkowi grubosci plyty do szerokosci h/b
(grubos¢/szerokosc). Rozwigzanie to bazuje na okresleniu funkcji energii przy uzyciu
teorii ptyt Mindlina z zastosowaniem procedury minimalizacji Rayleigha-Ritza,
co umozliwia rozwigzanie zagadnienia wilasnego [47]. Zgodnie z teorig plyt
umiarkowanie grubych przyjmuje sie, ze ptyta taka ma grubos$¢ wigksza lub rowng 1/10
mniejszego z dwoch pozostatych wymiaréw ptyty. Dla ptyty zelbetowej, dla ktorej
przeprowadzono badania oraz ptyty zelbetowej uzytej jako komponent belki zespolonej,
stosunek ten wynosi 60/600 (grubosé¢/szerokos¢) czyli doktadnie 1/10, dlatego tez w obu
przypadkach mozna stosowa¢ podczas modelowania teori¢ ptyt umiarkowanie grubych.
Poréwnanie wynikow zdecydowano si¢ przeprowadzi¢ dla schematu ptyty swobodnej
(taki sam schemat przyjeto w badaniach do$wiadczalnych). W pracy [24] obliczenia
analityczne zostaly przeprowadzone dla ptyty o roéznych proporcjach bokow,
zdecydowano dla celow porownawczych przyjac¢ ptyte o dlugosci 1500 mm, szerokosci
600 mm i grubosci 60 mm, w ten sposdb uzyskano proporcje 2,5 dlugosci do szerokosci
bokéw oraz 0,1 stosunek grubo$ci do szerokosci. Liczbe Poissona przyjeto rowng 0,3,
modul Younga Ec wynosi 3,010 N/m?, a mase wlasciwa p, rowna 2400 kg/m?®.
W opracowaniu [24] wyniki przedstawiono w postaci bezwymiarowej:

. h2 .
PO (3.28)
2 D
gdzie
w — czestos¢ kotowa drgan wiasnych,
b — dhugos¢ krotszej krawedzi ptyty - szerokosci,
D - sztywnos$¢ plyty na zginanie.
n 3
p = e he (3.29)

T12-(1-v2)
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Wyniki dla przeprowadzonych analiz zestawiono w tabeli 3.1. Obliczenia dla
modelu SES przeprowadzono z podziatem pierwotnym na 30 X 12 elementoéw, wymiary
plyty przyjeto jak powyzej. Tabela zawiera poroéwnanie rozwigzan trzech modeli: modelu
teoretycznego wedlug rozwigzania $cistego — MT, modelu sztywnych elementow
skonczonych — SES oraz modelu elementéw skonczonych — MES. Za pomoca wartos$ci
Ai_ mT 0oraz Aj mes opisanymi zaleznosciami (3.30), przedstawiono réznicg¢ procentowa
dla bezwymiarowych warto$ciami czestotliwosci drgan ptyty, ktorg uzyskano pomiedzy
modelem SES i odpowiednio modelem MT, i modelem MES. W pierwszej kolumnie
przedstawiono uzyskane formy postaci drgan ptyty dla danych bezwymiarowych
wartosciami czestotliwosci drgan plyty.

/1i_MT - Ai_SES A _ )li_MES - Ai_SES
i_MES—

Ai_MT: (330)

Ai_SES Ai_SES

Tabela 3.1 Zestawienie bezwymiarowej czestotliwosci drgan ptyty dla modeli SES, MT i MES

PELYTA ZELBETOWA 60x600x1500 mm

) . ) SES MT MES

L P dran Py Aises | Aimr | Bimr | Aimes | Dimes
1 0,3605 0,3455 -4% 0,3457 -4%
2 05144 | 05137 0% 05154 0%
3 0,9826 0,9486 -3% 0,9502 -3%
4 10039 | 10052 0% 1,0094 1%
5 18080 | 18109 0% 1,8199 1%
6 18952 | 18220 -4% 1,8282 4%
7 21860 | 21919 0% 24518 12%
8 2,3884 2,3566 -1% 2,1981 -8%
9 27164 | 27173 0% 23654 | -13%
10 2,9329 2,9642 1% 2,7332 -T%

Uzyskano bardzo dobra zbiezno§¢ wynikéw modelu SES ptyty z modelem MT.
Najwieksza roznica wynosi 4%. Przy porownaniu wynikow dla modelu MES z modelem
SES wida¢ wieksze rozbieznos$ci dla wyzszych czestotliwosci drgan wiasnych (13% dla
9 postaci drgan wilasnych). Jednak pordwnujac postaci drgan skretnych (2, 4, 51 10)
I gietnych (1, 3 1 6), ktore s uwzgledniane w dalszym procesie estymacji parametrow
modeli belek zespolonych, zbiezno$¢ wynikow uzyskano dos¢ dobra dla jednych jak
I drugich form drgan.
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Dodatkowej analizie poddano rowniez gestos¢ podziatu ptyty na kierunku osi X iY.
Przeprowadzono ja dla plyty zelbetowej o wymiarach i wlasciwosciach jak powyze;j.
Wiyniki dla réznych podziatow poréwnano z wynikami otrzymanymi przy podziale ptyty
na dostatecznie duzg liczbe odcinkow to znaczy taka powyzej ktorej dalsze zwigkszanie
gestosci podziatu nie przynosito znaczacych zmian w otrzymywanych czgstotliwosciach
drgan wlasnych. Na kierunku osi X byta to wartos¢ 60, a na kierunku osi Y warto$¢ 24
(Rys. 3.31 Rys. 3.4). Podczas analizy zmiany wartosci parametru A dla r6znego podziatu
na Kierunku osi X dla plyty zelbetowej, dla 0si Y przyjmowano stata warto$¢ podziatu
réwng 12. W drugim przypadku przy zmianie podziatu na kierunku osi Y, na kierunku osi
X przyjeto stalg warto$¢ rownag 30. Sprawdzono, ze dla innych warto$ci staltych zaréwno
na osi X jak i osi Y uzyskiwano takie same rezultaty.

-0,60% --o--1gigtna  (----- !
< —o— 1 skretna i
-0,30% 2gigma  ____. !
2 skretna i

1

-1,00% —e—3skrgtna | i
--0--3 gietna !

—e—4 skretna i

'1720% I I i T r-——" . [TT=== :
: : : | : --e--4 gigtna !

_1,40% 1 1 1 1 1 1 1 1
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

nnaosi X

Rys. 3.3 Dokladnos¢ obliczen czestosci drgan wilasnych plyty zelbetowej w zaleznosci od gestosci
podziatu pierwotnego na kierunku osi X.

0,50% '''''' [ [ [ 1T T T T T T 1TTT T b I i B aTTs===== i hl
0,00% ¢ ——— - ———m e b p——— e e R ¢
‘ + 1 I M Lo I T
0.50% i | i i i i
e 0 : [ 1 : J| ------- J| ------- J|
— e —
L 50% i i - ® -1 gigtna i
-1,50% ! ! -
< ! ! —o—1 skretna .E
-2,00% ! ! 2 gietna -1
, i i 2 skretna i
-2.,50% —e—3skretna |
-3,00% ~e-3gietna ||
i i —eo— 4 skretna i
-3,50% 4 i v i . | 1 i - ® -4 gietna -4
4.00% i : : : : . . ! . ;
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

mnaosiY

Rys. 3.4 Dokladnos¢ obliczen czestosci drgan wilasnych plyty zelbetowej w zaleznosci od gestosci
podziatu pierwotnego na kierunku osi Y.
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Stwierdzono, ze wraz ze wzrostem gesto$ci podziatu wartos$ci czestotliwosci drgan
wlasnych zblizaja si¢ asymptotycznie do rozwigzania dla plyty przy podziale
na dostatecznie duzg liczbg¢ odcinkdw, a rozwigzanie to dawato bardzo dobra zgodnos¢
Z rozwigzaniem analitycznym (patrz tabela 3.1). Jednak przy doborze podziatu duze
znaczenie mial fakt, ze gestszy podziat wydtuza znaczaco czas obliczen.

Analizujagc wykresy zauwazono, ze wzrost podzialu ma wplyw na wartosci
czestotliwosci  drgan skretnych, dla czestotliwosci drgan gigtnych odnotowano
nieznaczne zmiany ponizej 0,3%. Zadecydowano ze zmiany nie przekraczajace 2% s3
akceptowalne. Postanowiono przyja¢ podziat ptyty na kierunku osi X powyzej 20
odcinkow, a na kierunku osi Y powyzej 6.

3.3. Model przestrzenny SES ksztaltownika stalowego

Dyskretny model ksztalttownika stalowego opracowano zgodnie z metoda
sztywnych elementéw skonczonych. Ksztaltownik stalowy podzielono w klasyczny
sposob na n odcinkéw wzdtuz dtugos$ci jedynie na kierunku osi X. Zastosowano podejscie
klasyczne, ktore jest opisane w literaturze. Podzial dwuteownika przedstawiono
na (Rys. 3.5.a) tak zwany podziat pierwotny i na (Rys. 3.5.b) podziat wtorny. W podejsciu
tym kolejne sztywne elementy skonczone tgczone sg ze sobg za pomoca pojedynczego
elementu sprezysto tlumigcego, umieszczonego w Srodku ciezkosci, skupiajacego

wlasciwosci sprezysto ttumigce ksztattownika stalowego.

Z

a)

L
AL 4 L=n-AL

b)

Azl AL .

element sprezysto ttumiacy EST

Rys. 3.5 Model SES przestrzenny IPE: a) podzial pierwotny;b) podziat wtérny — klasyczne
umiejscowienie EST.
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Warto$ci wspotczynnikow bezwladnosci diagonalnej macierzy M® dla SES-ow
modelujacych wewnetrzng czes¢ ksztattownika wyznaczano nastgpujaco:
m® = A - AL - pg (3.31)
gdzie:
Ag — pole powierzchni ksztattownika stalowego,
ps — gestos¢ masy materiatu SES — gestos¢ stali.

. + .
)((l):UYs Jzs) | @ (3.32)
As
5 (A2 ] .
o _ (AL Jrs) 3.33
v (12 +AS> m (3.33)
5 (A2 ] .
o _ (AL Jzs) 3.34
z (12 +AS> m (3:39)

gdzie:

Jys — moment bezwladno$ci przy zginaniu wzgledem osi Y ksztaltownika stalowego,

Jzs — moment bezwtadno$ci przy zginaniu wzgledem osi Z ksztattownika stalowego.
Wartosci  wspotczynnikdw  sztywno$ci  translacyjnej oraz rotacyjnej dla

poszczegolnych EST-6w ustalono wedtug nastepujacych zasad:

Es-A
(k) _ "=s S
krx = =41 (3:39)
G- A
(k) s s
ks — 3.36
Y AL - Xy ( )
Gs-A
) = = =2 3.37
Tz AL - Xz ( )
Gs- ]
(k) _Ys JTs
kpy = o (3.38)
Es-]
(k) _ “=s JYs
kny = v (3.39)
E;-]
(k) _ =s JZis
kpz = AL (3.40)
gdzie
Es—  modul sprezystosci podtuznej dla stali,
G,—  modut sprezystosci poprzecznej dla stali,
Jrs —  wskaznik sztywno$ci przekroju na skrecanie dla ksztattownika stalowego,
Xy— wspotczynnik ksztattu przekroju Timoshenki przy $cinaniu wzdhuz osi Y,

Xz— wspolczynnik ksztaltu przekroju Timoshenki przy $cinaniu wzdtuz osi Z.
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Dla ksztattownika stalowego IPE 160 wspotczynnik ksztattu Timoshenki
wyznaczony z zalezno$ci (3.27) przy $cinaniu wzgledem osi Y (yy) wynosi 1,63, a przy
$cinaniu wzgledem osi Z () 2,49.

Po zdefiniowaniu modelu oraz wyznaczeniu czestotliwosci postanowiono
je poréwna¢ z wynikami otrzymanymi na podstawie analizy MES. Poréwnanie to
przeprowadzono dla ksztaltownika stalowego o przekroju dwuteowym o wymiarach jak
na rysunku (Rys. 3.6) i dlugosci 3240 mm. Przyjecie takiego przekroju podczas
weryfikacji doktadnos$ci obliczen modelu SES w poréwnaniu z modelem MES pozwolito
na doktadniejsze odwzorowanie takiego samego przekroju. Liczbe Poissona przyjeto
rowng 0,3, modut Younga Es wynosi 2,1:10'° N/m?, a mase wlasciwg dla stali p; rowna
7850 kg/m?.

z
| J i
|
oo
h
I A=
y—i—y =%
I ]
co
e zZ
W s
= t\v:S
f
| ] |
br=82

Rys. 3.6 Przekrdj ksztattownika stalowego dwuteowego — przyjety w poréwnaniu modelu SES do
modelu MES

Model MES zaimplementowano jak poprzednio w programie Abaqus. Do obliczen
przyjeto model belki z wykorzystaniem elementow jednowymiarowych uzywajac
elementow dwuweztowych B31. Uwzglednia on mozliwo$¢ odksztatcen postaciowych
belki (uwzgledniajac teori¢ belki Timoshenki). Taki sposdéb rozwigzania zostat
zaproponowany przez A. Nowaka w pracy [36]. Porownanie zestawiono w tabeli 3.2.

Nie starano si¢ porownywac¢ wyniku obliczen dla metody sztywnych elementow
skoficzonych z rozwigzaniem analitycznym, gdyz porownanie takie jest prezentowane
w pracy [22, 23]. Za pomoca warto$ci Ai_mes_| opisanej zalezno$cia (3.41), przedstawiono
roznice procentowg dla wartosci czgstotliwosci drgan ksztattownika, ktore uzyskano
na podstawie modelu SES i modelu MES.

Ai mes 1= M (3.41)
fises

gdzie:

fi— I-ta warto$¢ czestotliwosci drgan wlasnych.

Uzyskano bardzo dobrag zbiezno$¢ wynikow modelu SES dla IPE 160 z modelem MES.

Najwigksza r6znica wynosi ponizej 2%.
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Tabela 3.2 Zestawienie czestotliwo$ei drgan IPE 160 dla modeli SES i MES
KSZTALTOWNIK I L=3240 mm
SES MES
postaé drgan ksztaltownika I fisEs fimEs
Ai MEs 1
[Hz] [Hz]

1 skretna / 28,88 | 29,06 | 0,61%
1 gietna pozioma r 33,18 33,13 -0,17%
2 skretna / 5776 | 5811 | 061%
3 skretna / 86,63 87,15 0,60%
2 gietna pozioma # 91,15 90,89 -0,28%
1 gietna pionowa /\ 112,55 112,56 0,01%
4 skretna / 115,48 116,17 0,60%
3 gigtna pozioma f 177,79 | 176,98 | -0,46%
4 it peai / 201,93 | 289,97 | -0,67%
2 gietna pionowa \/\ 29496 | 29589 | 0,32%
3 gietna pionowa M 541,17 544,95 0,70%
1 osiowa _“ﬂmm.mnmnnﬂ"’“’"‘“' 798,16 | 798,15 | 0,00%
4 gietna pionowa N 828,95 838,07 1,10%
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Rys. 3.8 Dokladnos¢ obliczen czestosci drgan wlasnych Qietnych poziomych dla ksztattownika

stalowego w zaleznosci od gestosci podziatu pierwotnego na kierunku osi X.
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Rys. 3.9 Dokiadnos¢ obliczerr czestosci drgan wlasnych gietnych pionowych i osiowej dla
ksztattownika stalowego w zaleznosci od gestosci podziatu pierwotnego na kierunku osi X.

Stwierdzono, ze wzrost podzialu ma gléwnie wptyw na warto$ci czegstotliwosci
drgan skretnych. Przy podziale na 16 odcinkéw (podziat pierwotny) zmiany te wynosza
okoto 2,5%, ale juz przy podziale powyzej 20 odcinkow btad ten spada ponizej 1,5%,
a przy podziale powyzej 32 odcinkéw ponizej 1%. Na wartosci obliczanych
czestotliwoscei drgan gigtnych poziomych wzrost podzialu ma nieznaczny wptyw ponizej
0,1%. Podobnie jest z wartosciami drgan wiasnych gi¢tnych pionowych i osiowej, gdzie
przy podziale na 16 odcinkow roéznica w wynikach wynosi ponizej 0,5%. Zadecydowano
ze zmiany nie przekraczajace 1,5% sa akceptowalne. Postanowiono przyja¢ podzial
ksztattownika na kierunku osi X powyzej 20 odcinkow.
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3.4. Model przestrzenny SES belki zespolonej

W ostatnim etapie zamodelowano potaczenie, (miejsce styku) plyty zelbetowej
z dwuteownikiem stalowym. Przy modelowaniu belki zespolonej podziat pierwotny na
kierunku poprzecznym ptyty zostat dokonany na parzysta liczbe¢ odcinkéw. Taki podziat
zawsze daje w podziale wtérnym nieparzystg liczbe sztywnych elementéw skonczonych
w poprzek ptyty, co powodowato zlokalizowanie $rodkowego elementu sztywnego
bezposrednio nad sztywnym elementem modelujacym ksztattownik
Przyktadowy podzial na 7 elementéw na kierunku poprzecznym (podzial wtorny)
przedstawiono na Rys. 3.10. W poczatkowym podejsciu modelowania zespolenia dwa
elementy sprgzysto tlumigce umiejscowiono w punktach zamocowania kotkow
zespalajacych (wariant | - Rys. 3.10).

stalowy.

a) A-A b) B-B
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Rys. 3.10 Model SES przestrzenny modelowanie zespolenia — wariant 1: a) podzial pierwotny przekroj
A-A; b) podzial wtorny przekroj B-B

W trakcie prob odwzorowania postaci drgan skre¢tnych za pomocg tak ustalonego modelu
polaczenia (wariant I) uzyskano ruch ptyty zelbetowej i dwuteownika stalowego, podczas
skrecania, pod katem prostym wzglgdem siebie. Komponenty belki doznawaty obrotu
w tym samym kierunku. Formy drgan uzyskane dla belki zespolonej z brakiem
podatnos$ci na obroét przedstawiono na Rys. 3.11.

Rys. 3.11 Drgania skretne modelu SES belki zespolonej C1 z zastosowaniem modelu zespolenia —
wariant |

Dla poréwnania na Rys. 3.12 przedstawiono te same formy drgan uzyskane na podstawie
badan doswiadczalnych. Analiza postaci drgan okre§lonych podczas badan wykazata
inny rodzaj wzajemnego zachowania si¢ czgsci stalowej wzgledem plyty zZelbetowej
podczas drgan skretnych.
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Rys. 3.12 Drgania skretne belki zespolonej C1 uzyskane podczas badan doswiadczalnych

Poréwnujac uzyskane formy drgan skretnych dla modelu belki C1 z tymi uzyskanymi na
podstawie badan do§wiadczalnych dla belki C1, zaobserwowano ze proponowany model
zespolenia (wariant 1) nie pozwala na odwzorowanie rzeczywistego ruchu belki
zespolonej.

Po analizie styku potaczenia ksztattownika z ptyta zelbetowsg zdecydowano si¢
zamodelowaé fragment potaczenia jako pojedynczy element sprgzysto thumiacy
(wariant Il - Rys. 3.13). Wartosci definiujace pojedynczy element spr¢zysto ttumigcy
uwzglednialy nastepujace elementy: kotki stalowe, fragment ptyty zelbetowej oraz styk
ptyta zelbetowa - ksztattownik stalowy.
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Rys. 3.13 Model SES przestrzenny modelowanie zespolenia — wariant Il: a) podziat pierwotny przekréj
A-A; b) podzial wtorny przekroj B-B

Po wprowadzeniu tych modyfikacji w modelowaniu zespolenia uzyskano analogiczne
formy postaci drgan w modelu SES jak podczas badan doswiadczalnych (Rys. 3.14).

Rys. 3.14 Drgania skretne modelu SES belki zespolonej C1 z zastosowaniem zmodyfikowanego modelu
zespolenia — wariant 11

Zatem na odwzorowanie postaci drgan wilasnych stalowo-betonowej belki decydujacy
wpltyw ma sztywno$¢ elementu zespalajacego. Sztywnos$¢ elementu zespalajacego
okre$lono za pomocg: sztywnos$ci osiowej na Kkierunku osi Z i 0znaczono
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wspotczynnikiem Ky, sztywno$¢ na S$cinanie na kierunku osi X i Y 0znaczonej
wspotczynnikiem K. Okreslenie ,,sztywno$¢ osiowa” rozumiana jest jako kierunek
obciazenia kotkoéw stalowych — jest to kierunek pionowy (kotki obcigzane sg wzdhuz
swojej osi). Uzywajac oznaczenia ,,sztywno$¢ na $cinanie” jest to rozumiane jako
sztywnos¢ elementu zespalajacego zapobiegajaca poslizgom na styku stal-beton.
Sztywnos¢ ta dziala na kierunku stycznym do plaszczyzny zespolenia. Zdecydowano si¢
na przyjecie tej samej warto$ci sztywnos$ci na $cinanie na obydwu kierunkach
rownoleglych do ptaszczyzny styku zespolenia. Ze wzgledu na przyjety sposob
modelowania potaczenia jako pojedynczy EST w metodzie SES (wariant 11, Rys. 3.13),
koniecznym byto zdefiniowanie dodatkowego parametru w postaci sztywnosci rotacyjne;j
wzgledem osi X, ktora oznaczono jako Krx. Taki pojedynczy EST uwzglednia sztywnos¢
kotka (osiowa 1 na S$cinanie), sztywno$¢ styku potaczenia plyty zelbetowej
z ksztattownikiem na dtugos$ci taczonych SES-6w i wspolpracy kotka z betonem.

Macierze sztywnosci Kyggp przyjmuje posta¢c macierzy diagonalnej
0 wymiarach 6x6.

Kzesp = diag[Kp, Ky, Ky, Kp x, 0,0 | (3.42)

gdzie:
K, — sztywnos$¢ zastepcza pojedynczego EST na kierunku osi XY,
K, — sztywno$¢ osiowa zastepcza pojedynczego EST na kierunku osi Z,
Kr x — sztywno$¢ rotacyjna zastepcza pojedynczego EST wzgledem osi X.
W celu ustalenia gestosci podziatu plyty na elementy skonczone przeprowadzono
eksperymenty numeryczne, ktore miaty na celu okreslenie niezbgdnej liczby elementow.
Ustalajac gestos¢ podziatu brano pod uwage doktadno$¢ rozwigzania, czas obliczen oraz
potozenie elementdéw zespalajacych — stalowych kotkow. Podziat pierwotny oraz wtorny
dla belki C1 przedstawiono na Rys. 3.15.
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Rys. 3.15 Model SES przestrzenny belka C1 - widok w osi belki: a) podziat pierwotny;
b) podziat wtorny.
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Podzialu dokonano w nastgpujacy sposob, dla belki C1 ptyte i ksztattownik stalowy na
kierunku osi X podzielono na 32 odcinki po 100 mm. W wyniku uzyskano model
sktadajacy si¢ z 33 SES-6w modelujacych ksztaltownik stalowy, 33x7 SES-ow
modelujacych ptyte zelbetowa oraz z 16 EST-6w model